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ПРЕДИС10В1Е. 



Въ алгебраическихъ изысканхяхъ важную роль игра- 
Ю1^ дндивидуальныя свойства степени уравнешя: при- 
ходится часто говорить одно объ уравнешяхъ простой 
степени/ другое — объ уравнешяхъ сложной степени; - 
дальн'Ьйш1я различ1я въ характере степени вызываютъ 
новыя различ1я въ прхемахъ и въ окончательныхъ выво- 
дахъ. Съ другой стороны, самыя общ1я, первоначальныя 
изыскашя надъ корнями уравнешя указываютъ на необ- 
ходимость предварительной разрабагки теорш переста- 
новокъ, — науки спецхальной, заимствующей многое су- 
ш.ественное изъ теорш чиселъ. Потому-то, прежде ч'Ьмъ 
приступить къ общей теорш алгебраическихъ уравнешй, 
необходимо познакомиться съ основными свойствами ц*- 
лыхъ чиселъ, и хорошо усвоить себ* разнообразные 
прхемы, употребляемые въ теорш посл'Ьднихъ. 
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IV 

Но сш1зь алгебры съ теорхею чиселъ бол'Ье т-Ьсна, 
'гЬмъ можно зак1Ю4ить на основанш вышосказаннаго. 

Прим'Ьнен1е способовъ, предлагаемыхъ въ алгебр11 
для р'Ьиюшя разныхъ 1Юпросовъ, ставитъ на видъ раз- 
личие мелсду буквенными уравнен1ями и числовыми; и 
понятно, что послЬдн1я должны представлять больппй 
интересъ, ч'Ьмъ первыя. 

Между числовыми ура1шешями первое м11Сто принад- 
лежитъ уравнешямъ съ ц'к^ыми коеффищентамй. Корни 
такихъ уравнен1й составляютъ новый ариометическхй 
алгориомъ; переходъ къ нимъ отъ ц'Ьлыхъ чиселъ пред- 
ставляется столь же естественнымъ, какъ въ геометр1и 
переходъ отъ прямой лин1и къ кривымъ. И подобно 
тому, какъ въ геометрш разсматриваше кривыхъ второй 
степени привело къ самымъ драгоц'Ьннымъ послЬд- 
ств1ямъ, точно также и въ алгебр'Ь изслЬдованхе цЬ- 
лыхъ алгебраическихъ чиселъ втораго. порядка приво- 
дитъ къ постановк'Ь новыхъ вопросовъ и къ рЬшен110 
новыхъ задачъ, представляющихъ высшш научный ин- 
тересъ. Благодаря этому теорхя чиселъ поставлена на 
ступень т'Ьхъ. немногихъ наукъ, которыя особенно вы- 
даются по точности, простот'Ь и изяществу своихъ пр1е- 
т^ювъ. 

Зд'Ьсь, конечно, я не им'Ью въ виду особенныхъ 
вопросовъ теорхи чиселъ, р'Ьшеше которыхъ, кажется, 
л])евосходитъ силы современнаго конечнаго анализа. 



I 
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Существуетъ немного примЬровъ своеобразнаго и чрез- 
вычайно удачнаго прим'Ьненхя трансцендентнаго анализа 
къ р^^н1еЙ1Ю н'Ькоторыхъ изъ означенныхъ вопросовъ; 
подобныя работы, хотя и 0'1^носятся къ теорш чиселъ, 
но составляютъ совершенно отд'Ьльную ея в'Ьтвь, выхо- 
дящую изъ области конечнаго анализа. 

Современная теорхя чиселъ построена на трехъ 
началахъ: 1^ общ1й наибольш1й д'Ьлитель (Евклидъ), 
2*^ неирерывныя дроби (Гюгенсъ), 3^ начало Дирихле. 
Настоящая книга посвящена исключительно началу 
Евклида въ приложеши къ ц'Ьлымъ числамъ и ц'Ьлымъ 
функц1ямъ; потому можно было бы ее озаглавить: „тео- 
р1я делимости" или 5.теор1Я сравнешй". 

Особенное вниман1е было . обращено мною на т'Ь 
м-Ьста, которыя находятъ приложеше въ дальн^Ьйшихъ 
частяхъ алгебры. Такъ, наприм'Ьръ, линейныя сравнешя 
со многими неизв'Ьстными играютъ существенную роль 
въ теор1и подстановокъ; потому я останавливаюсь на 
нихъ немного дольше, ч^^мъ Гауссъ въ его „Вхвдшз!- 
Попев апШтеИсае^^ 

Въ конц'Ь первой главы я показываю способы р'Ь- 
шешя въ ц'Ьлыхъ числахъ н'Ьсколькихъ неопред'Ьлен- 
ныхъ уравнешй первой степени, которыя могутъ пока- 
заться не особенно важныщ; между тМъ въ нихъ со- 
держится р'Ьшенхе вопроса объ умножен1и такъ назы- 
вае»ш1хъ идеальныхъ чиселъ (втораго порядка) или, все 
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раин<), и СЛ0Ж0Ц1Н к(шд]>ати^1ныхъ фи[*уг11 ((тацйн, сотут- 
ш^о Гогшагиш). — одиеъ шь самых!, д.юдотворныхъ 
]Юпросовъ т> теор1и чиселъ. 

Бъ обтемъ, книга эга иредставляетъ раавигхе мен 
их1^ униисрситетскихъ лекцш^ на сколько 1^ашнис необ- 
ходимо д.^я основательнаго )'разум:Ьшя высшихъ оопро- 
совъ современной алгебры. 
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НАЧАЛА ТЕОРШ ЧИСЕЛЪ. 



ГЛАВА I. 

Начало общаго наибольшаго д-Ьлитедя. — Первыя приложешя. — Разло- 
, жен1е чиселъ на простые множители и услов1я д-Ьлимости. — Свойства 
функцш 9(«). — Разныя прпложешя предыдущаго. 

§ I. Начало общаго наибольшаго д1&лителя. 

1 . Пусть будутъ два ц'Ьлыхъ положительныхъ числа а шЪ, 1;ихо^^н^< г^ 

изъ коихъ а не меньше 6. Произведемъ рядъ посл'вдовательныхъ ~;^^,,^\^,,гаит^,, 

д'Ьлешй въ сл^Ьдующемъ порядк'Ь: разд'Ьлимъ а на Ь, частное г(г5 "^^^^^! '^''Л 

обозначимъ чрезъ^Р1, остатокъ чрезъ б?^; зат'Ьмъ разд'Ьлимъ Ь ^^^;;г ^ л:/ 

на с?1, частное обозначимъ чрезъ тр^^ остатокъ чрезъ й^\ разд'Ь- — ^- ""'* 

лимъ, дал'Ье, ^^ на б^д, частное обозначимъ чрезъ Рд, остатокъ 

чрезъ йд, — и будемъ продолжать дМствовать такимъ образомъ 

до тЬхъ поръ, пока не дойдемъ до остатка равнаго нулю; это 

_ произойдетъ неминуемо, ибо числа б?^, б?2, б^д, . . . идутъ убывая, 

и не могутъ сд'ЬлатьсЯ отрицательными. Положивъ, что посл'Ьд- 

шй остатокъ не равный нулю есть й^^ будемъ им'Ьть рядъ урав- 

ненш 

а = &/?, и- (^^ , 

п. 1 
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^1= (^.2РЛ-*- (^ЗУ 



Отсюда выводпмъ 



гД'Ь м _ , м„_,, ■ • .м, У изображаютъ изв-Ьстныя ц4лыя числа. 
Изъ предыдтшихъ уравнешй, производя исключешя въ дру- 
гомъ порядки, по.яучаемъ рядъ вовыхъ соотпошешй, а именно : 

из — ( I — р аЯ!з) о — (г»! -^ Р02) Ь = х^а-+- уф , 

^^-^.^ . ..'Л-1^*1»-, 

гд^. «2) ^а> • • • 2/г! ^а> ■ • • изображаютъ изв-Ьстньшц'блыя чиста.* 



01д11|2ей Ьу 



Соодк 



— 3 — 

Между уравнешями двухъ предыдущихъ группъ особенна 
важны три сл'6дующ1я: 

Для сокращеи1я отбросимъ значки у буквъ х, у, Л и, наши- 
1 шемъ ихъ такъ: 

(1) а = гс1, Ъ = ис1у ах-^Ъу = й, 

Посл'бднее изъ этихъ уравненш показываетъ, что всякш аг^г;^^!;, 
общш д-блитель чиселъ ажЪ д'Ьлитъ число й\ а первыя два по- (^^^Ьх 



1- 



казываютъ обратное: что всяшй д'Ьлитель числа й д^Ьлитъ оба ^^^^^5'' 
числа а иЪ. Сд^Ьдовательно вопросъ объ опред'бленш общихъ " ' ; 
д'Ьлителей какихъ либо двухъ данныхъ чиселъ ажЪ приводится 
вышеуказаннымъ образомъ къ опред'Ьлешю всЬхъ д'Ьлителей 
числа Л. 

Число й есть наибольшгй общгй дтьлитель чиселъ а и Ъ, 
потому что наибольш1Й д'Ьлитель числа с1 есть самое число с1. 
Характеристическое свойство этого д-блителя состоитъ въ сл*!- 
дующемъ. 

Теорема. Общш наибольшгй дтьлитель Л двухъ чиселъ а иЪ 
выражается посредствомъ этихъ чиселъ лпнейиымъ образомъ 

€1^=1 ах-л-Ъу, 

при щьлыхъ зпаченгяхъ х и у^ подобранпыхъ надлежащимъ обра- 
зомъ. 

Справедливость этой теоремы показываетъ посл'Ьднее изъ 
уравненш (1). 

Сл'Ьдствхе. Наименьшая числовая величина линейной формы 
ах-*-Ъу при щьлыхъ перемтьнныхь х и у^ какъ положительныхъ 
такъ и отрицательныхъ, равна общему наибольшему дгьлителю 
чиселъ а иЪ.^ 

Само собою разумеется, что зд'Ьсь р'бчь идетъ о значешяхъ 
Формы отличныхъ отъ нуля. 

и^И'уо Н*'»^^^а<,1Л4л-го ^Гн,«>г, .,гч с1 * 0|д|!12ес1 Ьу ^лОО? 1С 
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2. Чтобы найти общ1Й наибольшей дЬлителъ трехъ чиселъ 
а, Ъ^ Сз схЬдуетъ оиредЬлить сперва общ1Й наибольппй делитель 
Л' чиселъ ашЪ^ а загЬмъ общ1Й наибольшш д-Ьлитель А^чжсвлъ 
й' в с; этотъ послЬд10Й будетъ числомъ искомымъ, и всякш об- 
Щ1Й д^Ьлитель чиселъ а^ Ь^ с буде'п» дЬлителемъ числа й. 

При и-Ькоторыхъ ц'Ьлыхъ числахъ х\ у\ т'\ у/ бу^у^ъ ттЪти 
м'Ьсто два уравнешя 

ах -+- Ъу' = 4\ 

ах -§-су ^а\ 
отсюда, исключая й', получаемъ 



или, проще, 



йх ^- &?у и- св = й^ 



гд-Ь х^ у^ в изображаготъ изв'Ьстныя ц1;1ыя числа. СлЬдова-- 
телыш общш наибольшш Д'й.штель ^грехъ чиселъ а, Ь, с вЬгра- 
икается жнейиой однородной Формой ах-^Ъу-ь~ с^ при н-Ькото- 
рыхъ ц'Ьлыхъ аначетяхъ передгЬнныхъ х>^ у, 0. 

Сказашаго достаточно, чтобы понять^ какимъ образомъ. 
путамъ носл'Ьдователъныхъ д'Ьлешй, составляется обпцй наи- 
большш д1^.штель й какого угодно числа Дг1пш>1хъ чиселъ а^ й, 
с, » » ^, и что д1.литель этотъ мощно выразить лннспною Формой 



с1 г=^ а:г -ь й/у н- г.: - 



и 



ври н^которьгхъ ц'Ьлыхъ значеншхъ перемЬнпыхъ .г-, у, г, , . ,1. 
3, Два ц^лыхъ числа а ш Ь называются относительно про- 
стымщ когда они, кром'й единицы, не ши'Ьютъ обш,аго д-Ьлителя, 
или, иначе, когда ихъ общ1Й наибольщ1Й делитель равенъ еди- 
тщ'Ь. Для этого необходимо и достаточно, чтобы неонредктеняое 
уравнеше 



(I) 



ах 



Ъу=1 



0|д|!12:ес1 Ьу 



Соодк 



Т'**'Сеий ^з<т- 



— 5 — 

допускало р-Ьшеше въ ц'блыхъ числахъ. Иногда приходится вы- 
ражать то же самое предложеше въ обратномъ порядк'6: чтобы 
уравнеше (1) им'бло р'Ьшеше въ ц'блыхъ числахъ, необходимо и 
достаточно, чтобы числа аиЪ были относительно простыми. 

4. На основаши вышеизложеннаго не хрудно уб'Ьдиться въ СЛ^^и^ггС 
справедливости нижесл^дующихъ двухъ теоремъ, выражающихъ ^~77 
основныя свойства относительно простыхъ чиселъ. иг^^^ъ 

Теорема 1. Произведете двухъ чиселъ^ простыхъ относи- 
тельно третьягОу есть также простое относительно третьяго. 

Пусть будутъ два числа а и й, изъ коихъ каждое есть про- 
стое относительно третьяго числа с, и пусть х\ х\ у\ у^ изобра- 
жаютъ ц'Ьлыя числа, удовлетворяющ1я уравнешямъ 

ах ч-су = I у 
Ъх''-^су''=\: - 

Намъ изв'Ьстно, какъ находятся ташя числа, и потому мы 
на нихъ будемъ смотр'бть, какъ на известный . 
Напишемъ посл'Ьдшя равенства такъ: 

ах =\ — су\ 

Ьж '= 1 — су\у 
* 
и перемножимъ ихъ почленно; получаемъ 

аЪхх^ =1 — о{у -Лг-у' — су у"). 

Отсюда, полагая для сокращетя 

X =хх , 

^ = У-»-/ — су/, 
выводимъ 

аЬх -л-су^= 1 . 
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Такъ какъ хти у суть очевидно числа ц'Ьлыя, то изъ посйд- 
няго равенства сл'Ьдуетъ, что аЪ ш с суть числа относительно 
простыя. Что и следовало доказать. 

Сл'Ьдствхе. Если каждое изъ чиселъ а, а,, а^^, . . есть 
простое относительно каждаго изъ чиселъ Ъ, Ъ^, Ъ^^. . . ^ то 
произведенгя а а^ а^. . . и Ъ Ъ^Ъ^. . . суть взаимно простыя. 

Теорема 2. Если с, будучи простымъ числомъ относи- 
тельно а, д1ьлитъ произведете аЬ^ то оно д%лптъ Ъ. 

ДМствительно, такъ какъ а и с числа относительно простыя, 
то уравнеше 

ах-^су= 1 

им'Ьетъ р'Ьшеше въ ц'Ьлыхъ числахъ. Разсматривая х и у какъ 
изв'Ьстныя, положимъ еще 

аЪ = Сл. 

гд* ^, по предположешю, число ц-Ьлое. Исключая а изъ преды- 
дущихъ уравнешй, получаемъ 

ь 



х^ -\-Ъу = 



с 



Зд'Ьсь первая часть есть очевидно ц'Ьлое число, следова- 
тельно Ъ делится на с. 

Сл'Ьдствхе 1. Если каждое изъ двухъ взаимно п росшыхъ 
чиселъ а иЪ дгьлитъ с, то и произведете- аЪ дп)литъ с. 

Д'Ьйствительно, полагая с = аа\ мы залгЬчаемъ на основаши 
посл'Ьдней теоремы, что число а д'Ьлится на Ь; полагая сл'Ьдова- 
тельно а =^Ъа^\ им'Ьемъ с = аЪа\ Это доказываетъ, что с Д'Ь- 
лится на аЪ, 

Им'Ья н'Ьсколько чиселъ а, Ь, (?,... й:, мы будемъ называть 
ихъ простыми между собою, если каждыя два, произвольно взя- 
тый между ними, будутъ относительно простызш. Общш наи- 
большш Д'Ьлитель такой системы чиселъ очевидно равенъ еди- 
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ниц'Ь; но обратпаго нельзя утверждать. Такъ, наприм'бръ, обпцй 
наиболышй д'Ьлитель чиселъ 4, 5, 6 равенъ 1, между гЬмъ они 
не простыл между собою. 

Принимая это въ соображеше, можно расширить посл'Ьднее 
сйдстихе, и выразить его въ следующей Форм'Ь. 

Сл'Ьдств1е 2. Если числа а, Ъ, с,. . .к п]^ос тыя между 
собою, и каждое изъ ниосъ дгьлитъ число I, то и произведете 
аЪе , , ,к дгьлгтьъ I. 

5. Всякое число к, д'Ьлящееся на оба числа а и Ь, назы- З/снл ^и о 
вается общимъ кратнымъ чиселъ а и Ь. Изображая чрезъ й ^!с1т^Р 
общ1Й йаибольшш делитель чиселъ а и Ь, мы зам^чаемъ, что, 

во первыхъ, число -^ д'Ьлится на оба числа -|- и -^, и, вовторыхъ, 

числа -|- и-^ суть относительно простыя; поэтому, на основаши 

вышедоказаннаго, заключаемъ, что -^ Д'Ьлится на произведете 

гд'Ь < изображаетъ число ц'Ьлое; отсюда выводимъ 



у - 



Л^»'/ ! 



*=!' 



■3 



Эта Формула даетъ всевозможный общ1я кратныя чиселъ 
а и Ь ; для этого стоитъ только поочередно полагать ^ = 1^ 2, 3, . . . 

Наименьшее кратное получается при <= 1 ; обозначая его 
чрезъ т, им'Ьемъ г г^ 

или 

тс1 = аЬ. 

Характеристическое свойство наименьшаго обш,аго кратнаго 
чиселъ а л Ъ состоитъ въ томъ, что всякое общее кратное чи- 
селъ а и Ъ есть кратное иосъ наименьгиаго кратнаго. Ибо преды- 
душую Формулу для к можно написать такъ: 

к=:^т{. 
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Отм'Ь|имъ еще частный слутм^ когда числа а пЪ (упшси- 
телыю простыя; тогда наименьшее кратное равно ехъ произве- 
дешю, 

ш == аЬ. 

Если состаьимъ наименьшее кратное т чиселъ а ш Ь^ г т- 
гЬмъ яашгеньшее кратное ш чиселъ т' и с, то т будетъ оче- 
видно наименьпшмъ общимъ кра1'нымъ чисехь а, Ь в с* Всякое 
другое общее кратное этихъ же самыжъ чиседъ будетъ делиться 
на ш. Если числа а^Ь^с простыя между собою, то т = аЬс, 

Подобяылгь образомъ составляется наименьшее общее крат- 
ное четырехъ чиселъ, пята п так1» да^^Ье* 



I II, Раа1ожен1е чнселъ на простые множители. 

т^^нр*€- 6. Число, не им-Ьющсе другнхъ д'Ь.тателей кром* единицы 
'^^'и самаго себя, называется просшымъ. Самое малое простое число 
^сть 2; оно одно между простыап ! чис лами есть четное. Единица 
^ не при числяе тся къ просты мъчнсламъ, Цеп ростое число назы- 
ваетс я составнымъ; т едишпа отнюдь не причисляется къ со- 
ставньшъ чксламъ : она (у су^^ ^ м г и въ сторон^. Оставляя единицу 
въ сторонЬ, очевидно, что наименьн11П инъ Д'Ь.штелен ' какого 
угодно дапнаго чис.1а есть всегда число простое ; поэтому если 
1 число а не д'Ьжтся ни на одно изъ *?^юбшы:г& чиселъ меньшихъ а, 
1то оно есть простое. Основываясь на этомъ предложеши, легко 
показать, что сущестяуетъ бесконечное множество простьгхъ 
чиселъ. На саномъ д4л^, донустимъ противное, пусть р^^р^^ * - р^ 
изображаютъ всЬ существующ1я простыя числа; тогда число 






^=р^р,. . .р^^1 



очевидно не будетъ делиться ни на одно изъ простыхъ чиселъ 
меньшихъ Л^, и гготому са.мо должно быть числомъ нростымъ. 
Но это противор'Ьчитъ допущешю, что н'1тъ бол^е простыхъ 
чиселъ, кромЬ^?^, ^?я> ■ * ^Рг 
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7. Общимъ наибольшимъ д'Ьлитедемъ простаго числа р V^ 0<мо^ь1ь^%^ 
какого нибудь другаго числа а очевидно можетъ быть только ^^^о^^^^ ^-. 



1 или 'р\ если поэтому ^р не дълитъ а, то 2? и а суть относительно ги^^^. 
,простыя. 

Это приводить къ сл'Ьдующей теорем-б. 

Теорема. ПроизведетеУнгьсколькиосъ чиселъ аЪ , , .с тогда 
только дгьлится на простое число р, когда по крайней мп)ргь 
одинг шг множителей а^Ъ^ . . .с дгьлится на р, 

ДМствительно, если ни одинъ изъ множителей а, Ь,. . .с >«1с^.гсч[е.<* ^ 
не д'Ьлится на ^, то каждый изъ нихъ есть число простое отно- °П '^Г'^*'''^'* 
сительно |); сл'Ьдовательно ^ произведете аЪ. , ,с есть простое 
относительно р (см. п^ 4, сл'Ьдствхе изъ теоремы 1), и потому не 
можетъ делиться на р. Напротивъ, если одинъ изъ множителей 
а^ Ьу, . ,с Д'Ьлится иа р^ то произведете аЪ. . .с очевидно Д'Ь- 
лится на р. 

Сл'Ьдств1е. Прогсгведенге нгьсколькихъ прост ыхъ множи- 
телей рд^, . .г тогда только дгьлится на прос тое число 5, 
когда одинъ изъ множителей Ру д^- . .г равенъ 8. 

Очевидно, что всякое число можетъ быть представлено въ 
видй произведетянЬсколькихъ простыхъ множителей; относи- 
тельно такого разложен1я не трудно намъ теперь доказать сл'Ь- 
дующую теорему. 

Теорема 2. Не обрагцая внимангя на порядокъ множителей^ 
всякое число разлагается однимъ только образомъ на произведе- 
те простыхъ мноонмтелей. 

Д^Ьйствительно, допустивъ, что число а разлагается двоя- 
кимъ образомъ на произведете простыхъ множителей 

им'Ьемъ уравнете 

Р1Р2' • /^ш^ад- • -Яп^ 
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аапра часть котораго д^лигся яа^Ру Это требу е1ъ^ чтобы идпиъ 
ваъ простьпсъ множителей д^^ д^^^ • *?„ бьиъ ])тевъру Пусть 

2}^^д^] сокращаемъ об'Ь частя пос^гЬдняго у1>авнешя на /д^; 
получаемъ повое уравиегпе 



Р 



2- 



'Ргп=^Я2^ - *9уГ 



т осиоваши котораго заключаемъ^ '1то одно изъ чнселъ д^^ 
$8 7— ^ЯпР^^^^Рг Пусть ^Э2^д^; сокращаемъ об^Ь часто по- 
с*гЬдияго уравнен1я на^о^, и продолщаемъ разсуядамъ подобеа 
предыдущему. Ясно, что такш1ъ образомъ мы дойдемъ до урав- 
нен1я 1 = 1 3 а это и показываетъ, что два ряда чнселъ 

РУ^Р2^' ^ Рщ 

п 

состоятъ мзъ одндхъ и тЬхъ же чиселъ; вся разггаца можетъ 
быть только въ порядке. Что н следовало доказать. 

Когда число большое, равлошетпе его на простые мтш:кгге.ет 
предгтавляетъ значителыгыя загрудпен1я, Длячаселъ, пе лревы- 
шающихъ 3036000 можно пользоваться таблицами Бшр карда 
подъ заглав1емъ: с<ТаЪ1е йез с11У18Спг8 роиг 1:оий 1е5 пошЬгей с1е^ 
ргеш1ег, (1епх1ёше е* 1го181ёте шЛИоп е1с. раг З.-СЪ, ВпгскЬагсК >», 



МИ* УСЛ0В1Я д1Блвш€Ти и ДРУГ1Я теоремы, вытекаюпЦя 
тъ предыдущаго. 

8. Оставляя въ сторон-Ь ^рудности^ встр^чаемыл прп разло- 
желпи большихъ чиселъ на простые множители, мы будемъ раз- 
смаг1>ивать какъ изв'Ьстные вс*Ь простые д4лители даипаго чис..|а. 
Обозначая число чрезъ а^ а различные простые д-Ьлители его 
чрезъ^?, 3, . . ,г, пм-йемъ 



И) 



а=^^^^^. 



л* г 
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гд'Ь а, р,. . .7 изображаютъ ц'Ьлыя лоложительныя числа; это 
показатели кратности соотв'Ьтствующихъ простыхъ множи- 
телей. - 

Вопросъ о составленш всЬхъ делителей числа а не пред- 
ставляетъ теперь никакого затруднен1я. На самомъ д'Ьл'Ь, если Ъ 
Д'Ьлитъ а, то им'Ьемъ уравнен1е 

а = ЪЪ\ 

которое показываетъ, что д'Ьлитель Ъ равенъ произведешю н'Ь- 
сколькихъ простыхъ множителей, входящихъ въ составъ числа а; 
ибо всякое число, по вьппедоказанному, однимъ только образомъ 
разлагается на произведенхе простыхъ множителей. Сл'Ьдова- 
тельно будемъ им'Ьть 

(2) Ь=--Л^\..г^', - 

ГД'Ь 1^5 3? • • • ^ изображаютъ т'Ь же простыя числа что и въ (1), 
а показатели а', Р', . • • У удовлетворяютъ услов1ямъ 





0<а'<а, 


■ ^ 


о<р:<^, 


/Я) 




\**^ 


, 0<у'<у. 



- Обратно, всякое число вида (2), при соблюдеши условш (3), 
будетъ д'Ьлителемъ числа а. Отсюда такая теорема. 

Теорема. Чихало а тогда только будетъ дгьлиться па Ь, 
когда есть простые множители числа Ъ будутъ входить въ со- 
ставь а и въ а степени ихъ не ниже^ч^ьмъ въ 6. 

Сл'Ьдствхе. Числоразличныхъдгьлит^лейчислаа=р^^, . .г"^ 

есть (а -+- 1) ф -+- 1) . . . (^ -*- 1) , а сумма ихъ есть 

! 

р — 1 ^ — 1 * * * г — 1 * . .,^ 
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На самомъ Д'Ьл'Ь, всЬ делители числа а получаются изъ Фор- 
мулы 

давая для а, р', . . ./ значешя: 

а=0, 1, 2,. . .а, 
Р' = 0, 1,2,...р, 



У=0, 1,2,...7; 

отсюда сл'Ьдуетъ, что если перемножимъ алгебраически между 
собою полиномы 

(;> = 1 -♦- ^ н~ 2^ -I- . . . -ь уР, 



7? = 1 -♦- г н- г^ -4- . . . н- г^, 

ъс/>ь 
то члены полученнаго произведешя будутъ представлятьфазлич- 

ные делители числа а, каждый по одному разу; поэтому число 

делителей числа а равно числу членовъ означеннаго произведе- 



Н1я, то есть 

(а-^.1)(р-4-1)...(7-Ы), 

а сумма ихъ опред'Ьляется произведешемъ 

РЯ...В, 

которое равно 

р—1 д— 1 

/Соо^к 



гУ-^1 


— 1 


Г — 


1 ' 
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ибо 

/112 3 дР-*-1 — I 



Л = 1 -*~ Г -*- Г^ -+- . . . -I- Г^ = :; . 

Г — 1 

9. .Въ н'Ькоторыхъ случаяхъ приходится принимать во вни-^^иx^^ьиал . 
мате наибольшее ц'Ьлое число, не превышающее какого нибудь ^^^^^^^^^;^^'^ 
даннаго положительнаго количества о; такое число называютъ '^*^> \д.г,..п. 
ц'Ьлою частью о, и изображаютъ сймволомъ Е(д. Такъ, напри- Сп-Тиг -- 
м'Ьръ, им'Ьемъ 

Рядомъ съ этимъ знакомъ мы введемъ еще другой, именно 
в(о), понимая подъ посл'Ьднимъ одно и зъ дв ухъ: нуль или еди- 
ницу, смотря по тому, будетъ ли о < 1 или о> 1. Наприм'Ьръ, 

б(|)=0, 6(1)= 1, ^(|)=1, е{УЩ=1. 

Для всякаго положительнаго количества х им'Ьетъ м'Ьсто 
равенство 

Ех = е{.)-^е[^Уе{^)-^ . . . -.е(^)-ь . . . , 

.X) 
справедливость котораго очевидна. Члены ряда во второй части, 

начиная съ изв'Ьстнаго м'Ьста, всЬ равны нулю; поэтому рядъ 

можетъ быть продолженъ до безконечности. 

При нижесл'Ьдующихъ выводахъ намъ придется пользоваться 

обоими символическими выражешями Е{х) и е{х). 

П, Теорема. Наивысшая степень простою числа р^ дтьлящая 
произведете! 1 , 2. 3. 4. . ,п есть 

р р р^ р^ \ 



^ 
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при этомъ рядъ членовъ въ показателгь слгьдуетъ продолжать 
П: $ до ттьхъ поръ^ пока от не окончится самъ собою. 

^',^ Въ случае 1? > п , число р не д^Ьлитъ произведен1я 1 . 2 . 3 . . . п, 

и теорема очевидна; поэтому слъдуетъ предполагать придоказа- 

тельств'Ь, что р<п, 

Въ ряду 1 , 2 , 3 , . . . п числа, д'Ьлящхяся на р , суть сл*- 

дующ1я: 

гд'Ь п^ изображаетъ наибольшее ц'Ьлое числОу не превышающее 
отношешя ~, то есть 

Всл^Ьдствхе этого зам'Ьчашя можно написать 

^''-1'^Л^.а, (1) 1. 2. 3. . .п=^^Ч. 2. 3. . .п>,, 

гд'Ь а^ изображаетъ ц'Ьлое число, не д'Ьляш.ееся на р. 

Допустимъ, что р<.п^ ж прим'Ьнимъ Формулу (1) къ про- 
изведешю 1. 2. 3 . . .п^; получаемъ 

(2) 1. 2. 3. . .п^^р^'^Х, 2. 3. . .Пз «2, 

гд'Ь «2 изображаетъ число, не д'Ьляш.ееся на ^р, а п^ опред'Ь- 
ляется по Формул* 

Если 2?^М2, прим'Ьняемъ Формулу (1) къ произведешю 
1. 2. 3 . . .Пз*, получаемъ 

(3) 1.2. 3.. .п2=^)^3 1. 2. 3.. .^3^3, 

гд* «3 изображаетъ число, не д'Ьлящееся на ^р, а п^ опред'Ь- 
ляется по Формул'Ь 
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Продолжая д'Ьйствовать такимъ образомъ, мы зам'Ьчаемъ, 
что числа 

идутъ убывая; съ н'Ькотораго м^ста они обращаются въ нуль. 
Пусть первое изъ нихъ, равное нулю, будетъ п^; тогда оче- 
видно ^гк'^-р^ 

И уравненхе 

(4). . . 1. 2. 3 . . .п^_,=^>'»— Ч. 2. 3 . . .«^_,«„_. 

будетъ посл'Ьднимъ въ ряду уравненш (1), (2), (3), . . . (4). 

Перемножая почленна предыдущхя уравнешя и отбрасывая 
въ об'Ьихъ частяхъ общхе множители, получаемъ 

1.2.3. . .^=2?'*^"*'"^"*" •:"*"'''^-^а1 а2...а^_, 1.2.3... п^^_,, 

иди, проще, 

1. 2. 3. . .п=2)^1"^^2"^---*-^"'-1а, 

гд'Ь а изображаетъ число, не д'Ьлящееся на р. 

Отсюда видно, что простой множитель^ входитъ въ составъ 
числа 1. 2. 3 . . .м съ показателемъ 

1 2 Ш — 1 

Последнее выражеше можно продолжить какъ угодно далеко, 
даже можно представить въ вид* безконечнаго ряда 

1 2 т — 1 т ' 

ибо всЬ члены, начиная съ п^, равны* нулю. 

Числа >г, п^^^п^^. . . получаются одн'Ь изъ другихъ по сл'6- 
дующей общей Формул* 

п,^, = Е1\ (г = 0, 1,2,...); 



р 
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если поэтому обозначийгь чрезъ г^ г^^ г^, , , , остатки, получае- 
мые отъ д-Ьлешя ^гаселъ п^ щ^ щ, ^ . , на р, то будсмъ шгЬть 
такой рядъ у1завнен1Й: 






Р 



^^^ V ' к/'^^^*'' * ^ и ' -^ 



/г- 



откуда ВЫВОДЕМЪ п&е^т^ен1и 



1><-1 



|1Ч 



Но гакъ какъкаждыйнзъостатковъг,г,,Г2, . . . меньшер, то 



>\Р 



(— I, 






И сл-Ьдовательно 






Это покавываегъ, что 
вслйдств1е чего суягшу 






п, -н п, -н щ 



можш ианисать такъ: 



н теорема такимъ образомъ доказана. 
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Сл'Ьдствхе. Если п = а-1-Ь-1-. . .-н-с, то отношенге \ 

1.2.3. ..п 



(1.2...а)(1.2...д)...(1.2...с) 1 

есть число гтлое. - _1 

Д'Ьйствительно, пусть ^ означаетъ какое либо изъ простыхъ 
множителей, входящихъ въ составъ знаменателя. Изъ уравненхя 

какъ слъдств1е, вытекаетъ рядъ такихъ неравенствъ: -г..,.,.. ^^^.^.,:.:^,,.:.■ 
ЕI^>Е--^-Е--^-. . .-^-Е-^, „, ,,.,.,^. ........... /, 

Р ~ Р р р ^ ^< с - ( / л^ . - ' < ' с ^ ^ <• . ^ . 

Е—^ — Е —о -н ^Б -о -н . . . н- Е — „ , 



Отсюда, складывая неравенства почленно, получаемъ 
Е^-^Е^.-^. . .>Е^^Е^-^. . . 



ч-Е-'^Е^-^ 
р р^ 



^Е^^^Е\-^.. . 

р р'^ 

Посл'Ьднее неравенство показываетъ, что р входитъ въ со- 
ставъ числителя съ показателемъ не ниже, ч'Ьмъ въ составъ зна- 
менателя. Сл'Ьдовательно въ настоящемъ случа'Ь условхя д'Ьли- 
мости чистителя на знаменатель удовлетворены. 

^ЛО. Теорема. Пусть Р{х) изобраоюаетъ произведете всгъхъ 3'^^'^< 
цгьлыхъ чиселъ, не превыгиающихъ количества х;а 7г(а:) — що- ^""^ ^ 
изведете всгьхь простыхъ чиселъ^ не превышающихъ х\ въ случать 
ж < 2 слгьдуетъ подразумевать Р{х) = п(х)=1. 
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Лрм такомъ обозначенш щии'тъ мгьсто слтдующее равен- 
ство: 






Во каждой строит во второй части слпдуетъ остановишься 
на множитель равномъ 1 ; чг^сло стронь определяется штмень- 
гиимд (тлымь чтломъ г^ удовлешворяющимъ неравенству ^г <; 2''. 

Ддя доказательства обозначим 7> ^^>езъ р^^р^^р^^- < . про - 
стьтя числа въ патуральпомъ ихъ порядгЬ, такъ что р^^^^ 2^ 
11^= В^ р^^5 и т. д,у и ианишешъ разложеше произведепп! 
К 2. 3 , . >й па простые мпояштели 

1. 2. 3, . .п=(р^ Р\ Р1' %ц Р^ Р2^ 



^5^^4-*--- 



Т1.1Ш, проще, такъ: 

Ь 2. 3, . .>*— Цр,- Р^ ^'» 

гд-Ь знакъ произведев1я ЕростЕ1)ается на зпаченгя г^!^ 2, 3, ... . 
Подс1 авйвъ зд-Бсь па м-Ьсто знака Е его выра жеше по фо]!- 
>|ул^ (ем. п^ 9) 

получаемъ 

1.2, з...«=Пг,/Ш^'(й)-"*Ш-" • 



Цр/Ш^'Ш^- 
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Это удобнее представить такъ: 



1, 



2. 3. . .м = Д2)/(1'.) Д^^/Ш Дг)/1з1>.). . . 

* % г 

][р;Ш Цр/Ш Цр/Ш . . . 

г г « 

Цр^^) Цр/Ш \1р:Ш . . . 



Общее выражеше множителей во второй части есть 

Ир. ^»Рг^'=р^ \«Р1^/ р^ ^«Р2 /^)з \^Рз ' . . ., 
4 

и ясно, что ОНО представляетъ произведете всЬхъ простыхъ 
чиселъ, удовлетворяющихъ неравенству 



82нг _ ^ У 



ИЛИ, одно и то же, 



г 



Поэтому можно написать 



Д,,'(^') = .(^). 



Внося во вторую часть предыдущаго равенства на м'Ьсто 
каждаго множителя соотв'Ьтствующее ему выражеше по посл'Ьд- 
ней Формул'Ь, получаемъ 

2* 
0\дШе6 Ьу Сл00^1С 
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1. 2. 3. 






Это и есть та Формула, которую намъ сл'Ьдовало вывести; 
только зд^сь мы им'Ьемъ частный с.15чай: х^п есть число цЬ- 
лое. Остается следовательно пров^^рить справедливость теоремы 
въ томъ предположен1и, что ко,шчество х содержится ме^иу 
двумя ц'Ьлыми числами пип -1-1. 

^ < X < ?? н- 1 , 

Для этого зам-Ьчаемъ, что л-Ьтъ такого ц-Ьлаго числа А, *^**" 
торое удовлетворяло бы неравеиствамъ 

ибо ВЪ противномъ случа'6 мы им'Ьм бы 

что невозможно по предиолояшшю. Следовательно 



"Й)=Чу1> 



Внося во вторую часть предьдащаго равенства на м-Ьсто 

каждаго множителя его выражепхе со последней Фора15'Л*, и 
замечая^ что первая часть равна Р(5с), пол^'чаемъ 



0|д|!12ес1 Ьу 
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(1) Р(х) = Мх)^(^)к(^). . . 



Что и следовало доказать. 

Сл'Ьдствхе 1. Изображая чрезъ Т{х) сумму логаривмовъ 
встьссъ цгьлыхь чиселъ^ не превышающихъ количества х^ а чрезъ 
в{х) сумму логарлемовъ всгьхъ просшыхъ чиселъ, не превышаю- 
щиссъ х^ имгьемъ 

(2) . . . .ад = й(.;)н-в(|)-н6'(|)*. . . 






Бъ случать о? < 2 слтдуетъ полагать Т{х) = в{х)=^0. 
Равенство это получается непосредственно изъ (1) логарие- 
мировашемъ об-Ьихъ частей. Мы отм'Ьчаемъ его зд4сь потому, 
что въ изв'Ьстныхъ изыскашяхъ Форма (2) предпочитается (1). 
Обозначая чрезъ ф(ж) Функц1ю 

им'Ьемъ 

(3) ад = ф(а;)н-ф(|)н-ф(|)-н. . . 

Важность равенства (2), или все равно (3), зависитъ отъ 
того, что оно даетъ средство для опред'Ьлешя двухъ пред'Ьловъ; 
между которыми заключается значете в{х). Подобные пределы 
можно выводить съ помощью разныхъ прхемовъ, но не всЬ бу- 
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ад^гъ однпсяково хоро1ии; ирпходитси предпочитать тЬ, которые 
ближе подходятъ къ дЬйствительпому значешю 0{х), Зд^сь не- 
возможно вдаваться въ подробности ^того рода; читателя, л;е- 
лающаго ближе познакомвться съ сунцюстью предмета, отсыла- 
емъ къ мсмуару Чебышева о простыхъ числахъ, поморщенному 
въ семнадцатомъ то^Ь журнала .Чхувидя. Однако, для првм'Ьра^ 
выведемъ одну Формулу, въггекающую нзъ (3) почти непосред- 
ственно; она заимствована изъ упомяпутаго мем}^ара. 

Сл'Ьдств1е 2. Им }ъешъ м^ъсто равенство ^ 

ад-нг(|)-т(1)-т(|)-т(-) 

=(+(.,-ф(|)^ф(|)-ф(-)-.ф(й)-+(^|) 

Чй)-ФЙ)-+(гО-ф(гв)*+(^)-+Ш 

ф(я)-+(г)*Ф(й)-+(^)|^^(и)-*й 

+Ш-ФШ- ■ 



(1) 






гдгъ во второй частп &сгь члени составляются г1зъ первыт шест- 
над^штщ увеличивая последовательно знаменатели 1, 6,7, ... 30 
на 30, зсттмъ на 60 и т. д.; знаки чередуются поперемпмно. 
Изъ (3) выводпмъ 

Г(х)-ьГ(я)-Г(|)-Г(-)-Г(|) 
= фИ-нф(|)-.-+(|)-н... 

-+(?)-ф(йЬф(о)- • • 
-♦(Й-фШ-Чп)— •■ 
-ф(1)-Нй)-Нй)- • ■ 

0\д\{\2е6 Ьу Сл00^1С 
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Вторая часть этого равенства есть вида 

^Ж^)-»-Лф(|)-нЛф(|)-^---, 

гд-Ь ^^, ^2, . . . изображаютъ ц'Ьлые коеФФИщенты. 

Для опред'Ьлен1я Л^ необходимо различать четыре случая: 

1°. Если значекъ п не д'Ьлится ни на одно изъ чиселъ 2, 
3, 5, тогда членъ ф(^) встр'Ьчается только одинъ разъ въ пер- 
вой строке, и потому им'Ьемъ Л^=1, 

2**. Если п д'Ьлится на одно только число изъ ряда 2, 3, 5, 
тогда членъ ф(^) встречается два раза: въ первой строке и 
въ одной изъ трехъ посл'Ьдпихъ строкъ; вследств1е этого им^- 
емъ^^==0. 

З"". Если п д'Ьлится на два числа въ ряду 2, 3, 5, а на 
третье не д'Ьлится, тогда ф(-^) встр'Ьчается три раза: въ пер- 
вой строк'Ь и еще въ двухъ изъ трехъ посл'Ьдпихъ; поэтому 
им'Ьемъ Л^ = — 1. 

4''. Если п д'Ьлится на 30, тогда ф (— ) встр'Ьчается пять разъ: 
по одному разу въ каждой строк^Ь; сл'Ьдовательно ^.^ = — 1 . 

Такимъ образомъ легко определить значенхе Л^] при этомъ 
сл^дуетъ заметить еще, что отъ увеличен1я значка п на ц^лую 
кратность числа 30, значен1е коеФФПц1ента А^ не меняется. На 
основанш этого закона перходичности всЬ косФФИцхенты А^, 
начиная съ А^^ определяются съ помощью нижеследующей таб- 
.шцы, содержащей значен1я А^, А^^ , . .до А^^ включительно. 

Л=15 Л=1. Лз=1. ^9=1. Л5 = 0, 
-Л2 = 0, Лз = о, ^^4 = О, Аоо= — 1, ^20=0, 

Лз = 0, Л==0, А,,= —1, ^1 = 0, ^27 = 0, 

Л = 0> ^10= — 1, Лв==0, Л,, = 0, ^28=0, 

^5=0, ^1=^ Л7=Ь ^23=1, ^9=1, 

Лв = 1 , А^а = I , л ,8 = 1 , ^34 =^ 1 ) -^30 ^^ ^ ■ 

0|д11|гес1 ЬуК^ОООЛ^ 



Впося въ предыдущее райеисгво на м^сто коеФФИщецтовъ 
А^у А^^. . . соотв^тствуюшдя числа, получаемъ ту Форму,1у, ко- 
торую сл'Ьдовадо доказать, 

Характсрпое свовство Фор^мулы (4) состоитъ въ томъ, тго 
во второй ея части знаки -^ и -^ взаимно чередуются» Прини- 
мая сверхъ того во внимаше, что числовыя ве.тачипы члееовъ 
по свойству своему не могутъ возрастать^ заключаемъ так1я 
яеравенства. 

Въ упомянутомъ выше мемуар'Ь они играютъ весьма суще- 
ственяз^о роль. 

л а ^%^*^<.,1 ь, 11, Во йшогихъ вопросахъ теор!0 чиселъ необходимо прини- 
^- --'^-,-^- мать во виимап1е число чиселъ простыхъ относительно какого 
я* нибудь даннаго числа с| и не превышающихъ а. Такое число 
принято изображать чрезъ (р(а). 

Если ЧИСЛО а небольшое, значен1е ^((г) можно опред'Ьлйть 
непосредственно, такъ, паприм'Ьръ^ находимъ ф(1)^1, (р(2)^=Ь 
9(3) = 2, ф(4) = 2, ш(5)=-.4, ф(б) = 2, ф(7)=^6, ^(8)^4, 
9(9) = 6, ф(10) = 4 и т. д. 

Значеше Функщи ф(а) вычисляется легко съ помощью про- 
стыхъ множггелей числа а. Для этого ям1^емъ теорему: 

С -Теорема, Пусть будетъ ктое угодно число 






Рг* 



Число чтель простыхъ относгтьельт а и не превыгаающихъ 
а. опрсдтляешся по формул)ь 

,(„, = „(! -Х)(,-1)...(.-Х). 

Теорема не и]и4етъ м-Ьста въ случай а ^ 1 , ибо 1 не разла- 
гается на простые мнолштели; по непосредственно видео, чт(| 
9(1) = 1, 

0\д\{\2е6 Ьу Сл00^1С 
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Если а=^р есть число простое, теорема очевидна; ибо тогда 
всЬ числа въ ряду 1, 2, 3, . . .а, за исключешемъ посл^дняго, с^1шп'^11^<: 
суть простыя относительно а; следовательно въ этомъ случа'Ь ^\ ^^^./,?. 
им'Ьемъ 

Равнымъ образомъ справедливость теоремы пров'Ьряется 
очень легко и въ томъ случае, когда число а есть степень про- 
стаго числа 

Тогда числа, не превышающхя а и не простыя съ а, суть 
сл'Ьдующхя: 

р, 2р, Ър,. . ^р'^'^^рс.а., 

Ихъ число есть ^)^~"\ и если въ ряду 

1,2,3,. .,р^ 

вычеркнемъ всЬ гЬ числа, которыя содерн;атся въ предшествую- 
щемъ ряду, то оставш1яся представятъ вс^Ь числа простыя отно- 
сительно а и не превышающ1я а. Число эгихъ посл'Ьднихъ есть 
]}^ — р^'^^\ сл-Ьдовательно 



<р(Я==^^"(1-}).=-(!-|-)' 



Переходя теперь къ случаю, когда число простыхъ множи- 
телей, входяш,ихъ въ составъ числа а, превышаетъ 1, т. е. 
т > 1 , мы отм'Ьтимъ въ ряду 

(1) ...1,2,3,4,.. .а 

сперва всЬ т'Ь числа, которыя не д-Ьлятся на^^, ихъ число изо- 
бразимъ чрезъ ф(а; р^\ зат^мъ отм^тимъ въ (1) всЬ т^ числа, 
которыя не Д'Ьлятся ни.иа^р^, ни на^Рд? ихъ число изобразимъ 
чрезъ ф(п; |>^, ^р^); посл^ этого отм'Ьтимъ всЬ числа, не Д'Ьля- 
шДяся ни па ОДНО изъ чиселъ|>1, ^^з? 2^3? число ихъ изобразимъ 
чрезъ ф(>^; ^Рп 2?2? 2^з) и 'г^^'ь дал^е. 
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Постараемся прежде всего определить число ф (а; ^?^). Для 
этого выпишемъ отдельно всЬ числа, которыя содержатся въ (1) 
и д'Ьлятся на р^ : 

(2) Рг^^Рг^ 31?!,. . ,^р,; 

ихъ число есть — . Числа въ ряду (1), не заключающ1яся во (2), 
не Д'Ьлятся на^?!; ихъ число есть а — - ; сл-Ьдовател^ло 

(3) ф(а;р,) = «(1-^\)- 

ВсЬ т'Ь числа въ (1), которыя не делятся ни на одно изъ 
простыхъ чиселъ 

Р1,Р2^Рз1--Рг^ (^<т), 

образуютъ дв* группы : въ первую входятъ числа д'Ьлящтяся на 
Рг^1 ? ЦР вторую остальныя, не д'Ьлящхяся на р^^^ . 
Числа первой группы заключаются въ ряду 



а 



Рг^г.Щ^,, Щ^,' • •^;^ 



1Ч-^\ 



"1-4-1 •> 



И отличаются т'Ьмъ, что не д'Ьлятся ни на одно изъ чиселъ р^ , 
р^^, . ,р^. Чтобы выд'Ьлить ихъ изъ носл'Ьдняго ряда, сл'Ьдуетъ 
отм'Ьтить въ ряду коеФФищентовъ 

1, 2, 3,. . . ~ 

Т'Ь, которыя не делятся ни на одно изъ чиселъ 2>1, Рз?- • 'Р%- 
По вышепринятому обозначешю ихъ число выражается симво- 
ломъ 

поэтому т'Ьмъ же символомъ выражается число чиселъ, образую- 
щихъ нервз^ю группу. Что касается чиселъ второй группы, то 
изъ самаго онред'Ьленхя ихъ вытекаетъ, что число ихъ есть 



к) Ь^.<л^сгск.^>гг.^к.\<и<х ъл-сггхь Эт^г^рО*-. О.дШ^ес^ Ьу С00^1е 
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Число чиселъ, образующихъ об'Ь группы, выражается сим- 
воломъ 

с.тЬдовательно 
или 

(4) ^{а:р^,р^. . .^?..^,)=Ф(а;г?г,^>2• • --Р.)— ф(^^;2^1»2^2- • -^^Д 

Полагая зд'Ьсь г = 1 , получаемъ 

Ф(«; ;>1, 1>2) = Ф(«; ^^х)— ф(^; 1^1). 

а это, по Формул^Ь (3), приводится къ сл^Ьдующему 

'''('''''.•л»=Ч'-й-й('-?;> 

ИЛИ, проще, 

Дал'Ье, полагая въ (4) « = 2 , получаемъ 

отсюда, внося во вторую часть на м'Ьсто обоихъ членовъ ихъ 
выражешя по Формул^Ь (5), находимъ 

Ф(»;й,л,й) = «(1-^;)(1-^)-1.(>-?;)(>-й). 

или, пропое, 

(6). . .ф(а;л,р„^., = „(,_1)(1-±)(1_±). 

Продолжая разсуждать подобнымъ образомъ, мы уб'Ьждаемся 
въ справедливости общей Формулы 
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Если теперь зам'Ьтимъ, что числа простыя относительно а 
и не превышающхя а заключаются въ ряду 1,2,3,...аине 
д'Ьлятся ни на одно изъ простыхъ чиселъ Рх, р^^ - • •^>^^ и что 
это составляетъ признакъ характеристичесшй означенныхъ чи- 
селъ, то ясно, что 9(л) = ф(а; ^?1, |?2> • • -Рт)- Сл'Ьдовательно 

,(а) = »(:_^)(1-1)...(1-±). 

Этимъ теорема доказана. Прибавимъ только, что посл'Ьднюю 
Формулу можно написать, не вводя дробей, такъ : 



ф(а)=^)Л~'^>2'^~' . . .рУ'''{р, — 1)(р—1)^ . .(г>^-1). 



Если выполнить умножен1е во второй части, то выражеше 
9 (а) представится въ вид'Ь полинома изъ 2^ членовъ; каждый 
членъ им'Ьетъ видъ ц^лаго одночлена 

Половин'Ь членовъ предшествуетъ коеффицхентъ -ь 1 , поло- 
вип'Ь — 1 . Изображая для сокращешя члены съ коеФФИц1ентомъ 
н-1 чрезъ Х^, Хз, . . Дз^— 1? ^ члены съ коеФФИщентомъ — 1 
чрезъ Х\, Х^2з • • .Х^2»г— 1? им'Ьемъ 

г г 

Для опред'Ьлешя обоихъ суммъ, равно какъ и членовъ Х^, 
Х'^, Хз, Х^2? • • • 5 служатъ Формулы 

г 

^ » \-^Р1 ^^РхРгРг ^^Р1РгРзР^Рв / 

зд'Ьсь знаки 2 во второй части изображаютъ суммы изъ произве- 
дешй элементовъ 



^^ ± ]^ А 

Р1^ Р2^ Рз'' ' ' Рт^ 



0\дШе6 Ьу Сл00^1С 
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сочетаемыхъ по одному, .по два, по три и т. д. Наприм'бръ, 
полагая 



«=^>1>2'^^з. 



находимъ 



2^. =°(1 -2г;к)=л>''л(' -,^.-,-;к-йк)' 

Сл'Ьдовательно 

9 {РхР^Ръ) =Р1%^Рз'^Р1 Р^Рг -^Рх Р^ -^РхРг 

— Рх Р^Ръ—РхР^Р^—РхР^—Р! Р2' 

12. Теорема. Если числа аиЪ суть относительно простые^ С4висит6а 
то имтьетъ мтьсто равенство ^^*^*^^м (^(^)- 

(р(а6) = (р(а)9(Ь). 

Теорема эта есть сл^Ьдств1е предыдущей, но можетъ быть 
доказана независимо; тогда, наоборотъ, предыдущая теорема 
будетъ сл'Ьдств1емъ настоящей. 

Считаемъ полезнымъ привести зд'Ьсь оба доказательства. 

Первое доказательство. Такъ какъ числа 

относительно простыя, то ни одинъ изъ простыхъ лшожителей 
Рг^ Р2^- • • и^ равенъ ни одному изъ мноя^ителей д^, д^^ , . .; 
поэтому въ произведен1и 

множители ^?1 , |?2, . . .д^ суть различные, и Сл'Ьдовательно 
.Н) = аЬ(,-1)...(.-А)(1-1)...(1-1-.). 
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Перес гавляя миожите.ш во второй тсга^ можно иослЬдиее 
равенство написать такъ; 

,И)=а(1_1),..(1-Л)б(1-1),..(1-1), 
а это олеввднп приводится къ следующему 

и теорема такииъ образомъ доказана. 

Второе доказательство. Папишемъ три ряда таселъ, 

О, 1,2, 3,, , . г,. . .аЬ — 1; 
0^ 1, 2, 3,, . .т,, . . а — \\ 
О, 1, 2, 3,. ..%,,. . & — 1; 

и взявъ какое либо изъ ^нгселъ перваго ряда, положпмъ I, раз- 
д1;димъ его разъ на а, другой разъ па Ь; остатокъ отъ перваго 
д'ЬленЬ! содержится во второмъ ряду^ огь втораго - — - въ т1}еть- 
емъ. Обоаиачивъ ихъ презъ ш и я, имЬемъ 



1^=ак^ 



ш. 



1=1Ьк-^ п. 



Такимъ образомъ ка?кдое изъ чиселъ въ первомъ ряду опре- 
д'Ьдяетъ н'Ькоторое, ему соответствующее сочеташе (ш, п) изъ 
одного числа втораго ряда съ одшпнъ чосломъ третьяго ряда; 
Зависийшсть эта сопровождается следующими обстоятельствами. 

!"> Различными чжламъ I соотв1ьпю7туютд различпыя пщпл 
{т, п). 

действительно, допустзшъ оротивиое; пусть двужъ пера в- 
пымъ чвсламъ I и Г отвечаетъ одна и га же пара (|м, п). Тогда, 
будемъ иметь уравеен1я 



1 = аЬ -н т , 


1^^ЬЬ-^г-п^ 


Г= аЙ'-ь ш , 


а^ш^п, 
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изъ которыхъ выводимъ 

1 — Г=а{Ь — Ь\ 1 — Г=Ь{к—к). 

Отсюда заключаемъ, что разность I — Г делится на оба числа 
а и 6. Но а и Ь относительно простыл; поэтому I — Г д'Ьлится 
на а&, — заключеше невозможное; ибо I — Г не равно нулю и 
по числовой величин^Ь меньше аЪ, 

2"". Для всякаго сочетатя (ш, п), составленнаго изъ двухъ 
произвольно взяшыхъ чиселъ^ одно во второмъ ряду, другое еъ 
третьемъ^ найдется такое число I въ первоиъ ряду, которое 
будетъ состоять съ {т, 7г) въ вышеуказанной зависимости. 

На самомъ д'Ьл'Ь, опред'Ьливъ сочеташя (ш, п), отв'Ьчаюпд.хя 
всЬмъ числамъ въ первомъ ряду, мы будемъ им'Ьть аЪ различ- 
иыхъ паръ (т, п), то есть ровно столько, сколько им'Ьется ихъ 
всЬхъ, 

3°. Если число I есть простое относительно аЬ , то въ соот- 
вгьтствующей ему парт (ш, п) число т есть простое относи- 
тельно а, а п простое относительно Ъ. 

Допустимъ противное ; пусть ант им'Ьютъ общ1Й д'Ьлитель 

й > 1 . Уравнеше 

; = ай -н ш п 

показываетъ, что тогда / делится на Л. СтЬдовательно^ I ж аЬ 
им'Ьли бы общш Д'Ьлитель й, что противор'Ьчитъ предположенш. 

4**. Если въ сочетанги (т, п) число т есть простое отно- 
сительно а, а число п простое относительно Ь, тд соотвгьт- 
ствующее число I будетъ просты мъ относительно аЪ, 

На самомъ д'Ьл'Ь, изъ уравненхй 

1 = а}1'^т, 1^=Ысч-п 

первое показываетъ, что число I есть простое относительно а, 
второе — что I простое относительной. Число ?, будучи про- 
стьщъ относительно каждаго изъ чиселъ а и &, есть простое 
относительно произведен1я аЬ. 
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Принимая БЪ соображе111е те вышедоказатаое, переходпмъ 
теперь къ первому ряду, в выд'Ьлбмъ пзъ пего всЬ числа при- 
стыя съ аЬ; пусть они будугь 



1,1\Г\, , Л 



^(Г— 1) 



(* = ?И)); 



шъ число равно ф(аЬ), Составляемъ для каждаго нзъ нщхъ сху- 
отв*Ьтствушшую пару 

{ш, п), (т\ п), 1П1\ п'\. . . .(т^'-^\ п'*^\ 

Эти пары будутъ представлять всевозмолсаьш сочетагпп 
1>дпого изъ чиселъ простыхъ относите.11ЬНо а и пе превьтша]о- 
пщхъ а съ од1гамъ изъ чиселъ простыхъ относите^ьпо Ь и 
не превышающихъ Ь, Чисто такихъ сочетангн очевидно есть 
Ф(а) ф(Ь); поэтому имеешь г = ф(а) 9(Ь), то есть 

Что и с^гЬдовало доказать. 

Сл^дствхе. Если а^Ь^с^, . ,ё с1/ть числа ошносительпо 
простыя^ то 

гр{аЪс . . , й) =: ср(я) ф(й) ш(с) . . , ф{Й). 

Это доказывается ирШЕ'Ьнеглемъ посл+^дпсй теоремы п1;- 
сколько разъ. 



Полагая 



а = р^-1р^-г ^ . ^р2^ 



на осяовап1и предыдущаго заключаемъ 

ш 

Отсюда виднмъ, что съ помощью последней теоремы вопрос: ъ 
объ опред-^ленш ф(я) при а сложпомъ приводится къ частному 
сл5^аю, когда а есть степень простаго числа; но тогда опред^- 
леше ф(а) не представ ллсть никакого затруднен1Я^ какъ это было 
показано ран4е. 
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13. Теорема. Если есть дгьлители числа Оьо^^у^\>о. 






т 



обозначимъ чрезг с1^ с1^^ с1^,. . .^ то имгьетъ мтьсто такое ра- 
венство: 

(^{(1) -н 9(^1) -ь фС^^з) -*- • • . = а. 

Эта теорема можетъ быть очень легко пров'Ьрена, если 
воспользоваться известными выраженхями количествъ ф (^ ? 
9(^1),. . .; не мен^&е интересно и другое доказательство, непо- 
средственное, не требующее, чтобы намъ было известно выра- 
женхе Функцш 9(а). 

Мы изложимъ оба способа. 

Первое доказательство. Перемножая между собой алгебраи- 
чески т полиномовъ вида 

гд* значекъ г принимаетъ последовательно значетя 1, 2, 3, ... т, 
получаемъ въ результате сумму 

которая простирается на значен1я показателей 

0<Х^<а^, (г=1, 2, 3, . . .т). 

Такъ какъ простыя числа р^ р^^ - • -Р^ все различны, то 
последнее выражеше можно написать такъ: 

а это въ свою очередь можно написать проще такъ: 
где знакъ суммы простирается на все делители числа а. 
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Итакъ, им-Ьемъ равенство 

Съ другой стороны идгЬемъ 

1 -^ 9Ш ■+- 9(рЛ -*-••• <Р(1>."*) 
= 1-*-(1>, — 1)н-д(р,-^1)-н. . .-н^,,«.-1(р, — 1) 

= 1 -ь (^« — 1) (1 -*-Р{ -+-••• -*-/>Л~^) 



сл'Ьдовательно 



или^ проще, 



П^л=29(^) 



Что и следовало доказать. 

Второе доказательство. Если Л есть какой нибудь изъ д'Ь- 
лителей числа а, то число чиселъ, не превышающихъ а и им'Ьго- 
щихъ съ а, каждое порознь, общш наибольшш Д'Ьлитель е?, 
есть 9(-|-); ибо всЬ означенный числа получаются изъ Формулы 

приравнивая въ ней переменное { различнымъ числамъ, про- 
стымъ относительно -|- и не превышающимъ -|-. 

Возьмемъ теперь во вниманхе всЬ числа отъ 1 до а включи- 
тельно, и распред'Ьлимъ ихъ на группы, согласившись предвари- 
тельно зачислять къ одной и той же групп* гЬ изъ нихъ, кото- 
рый съ числомъ а им'Ьютъ одинъ и тотъ же общш наибольшш 
Д'Ьлитель. Число такихъ группъ равняется числу различныхъ 
делителей числа а, и каждая изъ ни)съ опред'Ьляется соотв^т- 
ствуюпщмъ д'Ьлителемъ с1/^ число чиселъ, принадлежащихъ къ 
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одной и той же групп'Ь, есть 9(^). Сл'Ьдовательно число чиселъ 
во всЬхъ группахъ равняется сумм'Ь 

<р(1)-^9(4)-^'р(Й-ь---> 
И такимъ образомъ получаемъ равенство 

которое можно написать просто такъ: 

ибо числа "^3 ^? ^г- • • составляетъ некоторое перем'Ьщете • 
чиселъ й, ^1, ^3) • • • Посл'Ьднее равенство есть именно то, ко- 
торое следовало доказать. 

14. Полагая въ равенств* ^^^иш;5 <г>- 

(1) ^9{<^ = <^ 

а=1, 2, 3, . . . получаемъ рядъ такихъ уравнешй: 

<Р(1)=1, 
<р(1)н-<р(2) = 2, 
<р(1)-|-<р(3)=3, 
(р(1)-^9(2)-*-<р(4) = 4, 
9(1) -+-9(5) =5, , 
9(1)н-9(2)-^9(3)н-<р(6) = 6, 



НОИ.-ЬЛЙй'С Ц. 



Отсюда выводимъ 

9(1) = 1, 9(2)= 1, Я>(3) = 2, 9(4) = 2, 

9(5) = 4, 9(6)=2,... ':>.:-^ . .- ^'^^'''=-'- " 
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Сл^?;довательно равенство (1) опред-бляеть собою вполне 
Функц1ю ^{а\ и выражеше последней можетъ быть выведено 
какъ сл^дствхе тъ (1). Мы не будемъ однако останавтаваться 
ыа этомъ, а прямо покажемъ р'Ьшеаге бол-Ье общей задачи, 
играющей существенную роль пр'и нйкоторыхъ изыскашяхъ 
въ алгебре и теор1И чиселъ; вопросъ состоитъ въ тоIГЬ^ чтобы 
по дайной Функщи /"(а) д'Ьлаго перем'Ьннага а найти такую Функ- 
цш ф(а), которая удовлетворяла бы равенству 



(2) 



5 т=т, 






гд^& зеакъ суммы относится ко всЬмъ д-Ьлителямъ 4 числа а. 

Въ частпомъ случа'Ь, когда /"(в) = а, им'Ьемъ ф(я):=ф(а). 
Прежде Ч'Ьмъ приступить къ общему р'Ьшешю, сл*дуетъ удосто- 
в'Ьриться, что равенство (2) вполне опред'Ь.метъ собой искомую 
функщю ф(а). Для этого въ (2) полагаемъ послйдовательно 
а ^ 1, 2, 3, ... ; получаемъ 

ф(1)-|-ф{2) = А2), 
ф(1)-нф(3) = АЗ), 
ф(1)-*-ф(2)-нф(4) = А4), 



откуда выводимъ 



Ф(1) = А1), 
ф(2) = Л2) — А1), 
Ф(3)=/(3) — /•(!), 
ф(4) = А4) — /-(2), 



Эти равенства даютъ возможность определять значен1е ф(а) 
при какомъ угодно а. Чтобы составить общее выражеи!е Функ- 
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цш ф(а), подставляемъ въ об'Ьихъ частяхъ (1), на м-Ьсто а, (?, 
с?!, . . . разложешя этихъ чиселъ на простые вюожители, обозна- 
чая эти посд*дте буквами Рх, р^^. . . ; затЬмъ на м'Ьсто (р((г), 
9(<^1), , . . подставимъ соотв'Ьтствуюпця выражешя по Форму- 

ламъ 

9(Л)=2Х — 2Х', 

9(^1) = 211 — 211;. . . 

Всл4дств1е этого равенство (1) принимаетъ видъ 

(3) ..... . .^^^2\-2^']=р,^^^р,^. . .;>;«•; 

гд* об* части, относительно буквър^^р^^. . .р^, представля- 
ютъ ц:Ьлыя Функцш. 

Но очевидно, что равенство (3) представляетъ тожество 
относительно буквър^^р^^. . .1>^, разсматриваемыхъ какъ не- 
зависимый перемЁнныя; поэтому на м^сто различныхъ одно- 
членовъ въ об'Ьихъ частяхъ (3) молшо подставлять кашя угодно 
новыя количества, и равенство отъ этого не нарушится. Мы 
воспользуемся этимъ замЬчашемъ сл^дующимъ образомъ. Обо- 
значая чрезъ и любой членъ въ равенств* (3), взятый безъ пред- 
шествующаго ему знака, подставимъ {(и) на мЬсто «*, и примЬ- 
нимъ эту подстановку ко всЬмТ) членамъ. По совершеши такого 
д'Ьйств1я получается новое равенство 

2 [2^Г(Х)-2АХ0] = Я«). 

Зд'Ьсь разность двухъ суммъ 

2Г(к) — 2Г0^) 

опред'Ьляется вполн1Ь д'Ьлителемъ й; -ее следовательно мояшо 
разсматривать, какъ Функщю ц'Ьлаго перем^ннаго й, и если изо- 
бразить ее чрезъ ф(оО? то последнее равенство принимаетъ видъ 
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ЪэбпадаюЕщй съ (2), Это доказываетъ, что Фужц1я 

ф№ = 2ЛХ) — 2АХ') 

есть искомая, и такимъ образомъ пол}^чается слЬдующая тео- 
рема, 

^.Теорема. Пусть ({а) тобрсшюаешъ произволшую фунпцт 
тьлаго шрем^ннто а , ф(а) — искомую фуикцщ которая должна 
удовлетворять раеенстеу 

гдтъ т1аш суммы проттрается па есть дгьлишели числа а. 
Для опредгьленгя функгш ф(а) служишъ фармула 



знапи суммы относятся къ разлгтнымъ сочешаншмъ про- 
стыть д^ьлителей р^^р^^- • • ^^'^^^ ^1 ^'^ одному, по два^ по три 
и таш далтье, 

Сл11дств1е. Если {{а) тобрсштаетъ произвольную футщт 
цгълто пф€М1ьппащ а ^{а}-^ тканую функцш^ которая удовле- 
творнетъ равенству • 

ТГ ф(й) = Яа), 

гдтъ знакъ прошввдетя простирается па втъ дгьлители числа а, 
то функщя ^{а) опрсдгьляепгся посредствомъ ({а) по елтдутцей 
форму лт: 

т^А-^]иА — ^ — V.. 



ф(а) = 



\Р11 -^УРьР^Р^ 



гдтъ знаки произведепгя простираются па различный сочетает 
изъ просшыхо множителей числа а по одному^ по два и т. д. 

ДМствительно, оринявъ 1о§ Да) за данщ^ю Функщю, и обо- 
значивъ чрезъ 1о^ ф{а) искомою Фувкцтю, которая должна удо- 
влетворять равенству 
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а 
для опредйлешя 1о§[ ф(а) пм-Ъемъ Формулу 

Если перейдемъ отъ логариемовъ къ числамъ, то справедли- 
вость сл^Ьдств^я обнаружится непосредственно. 

15. Пргштьрг 1. Полооюимъ, что для всякаго значенгя пере- Л^1\.мги^ьи 
мтьннаго х имгьешъ мгьсто равенство 

ад = ф(:г)-.-ф(|)н-ф(|)н-ф(|)-н. . .; 

тогда функцгя ^{х) можетъ быть выражена чрезъ Т{х) по фор- 
мулгь 

^{х) = А,Т{х) н- 47(1) н- 42'(|) ч- • • • , 

гдгь ^1, -^з,. . . суть иеизвтъстные коеффицгенты, которые 
требуется опредгьлшпь. 

Внося во вторую часть посл'Ьдняго равенства, на лгЬсто Т(д?), 
Т(-|-), . . . соотв'Ьтствующхя выражешя, получаемый изъ пред- 
шествующей Формулы, и загЬмъ, приравнивая между собою 
коеФФИщенты въ об'Ьихъ частяхъ у ф(д?), уф(-|^],уф(-|-)ит.д., 
получаемъ рядъ уравненш: 

А^-\'А^-\'А^ = 0^ 



которыя, за исключешемъ перваго, получаются изъ обш;ей Формы 
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гд4 знакъ суммы простирается на вс1; д-Ьлителж числа п. Изо- 
бражая сл'1довательно чрезъ ({п) Футгкд1ю (гЬлаго перелгбшаго щ 
которая ири « ^ 1 равна 1 ^ а при тг > 1 равна нулю, можемъ 
написать 

гд'Ь знакъ суммы простирается 'на вс'Ь д'Ьлители числа п. 

На основан1и вышедоказанной теоредшг изъ посжЬдняго ра- 
венства выводимъ 

Отсюда зак.1[ючаемъ следующее, 

1", Если въ составь числа п входитъ по крайней д!^Ьр'6 одинъ 
простой множитель съ показателемъ выше 1 , то 

п 

2*. Если въ составъ числа п входитъ II различвыхъ про- 
стыхъ множителей, каждый съ показателемъ равнымъ 1 , то 

Внося въ выражен1е Функщи ^(х) на м1^сто коеФФИЦ1ентовъ 
^^, ^5 . . . ихъ значешн, получаемъ Формулу 

ФИ = ад-г(|)-г(|)-г(|)н-г(|)-т(^) 
-г(^)-г(п)-У(й)-'-(п)-^Й)-ф)- • ■ 

]1р1штръ 2, Дана фупкцш 
^{х) ^0{х)-^ О (У^) ^ а [Ух) -н в{Ух) и- . • , ; 
отсюда выводима 

требуется определить теффыцгенты А^^ Х, Л^^. . - 
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Разсуждая подобно цредыдущему, мы находимъ для^^ , Д, , . . . 
совершенно тЬ же значешя, что и въ предшествующей задач*. 
Следовательно им'Ьемъ 

^(а;) = ф(ж) — ф{Уж) — ф(У^)--ф(У^)-4-ф{У^^ . . 

Если ф(ж) изображаетъ зд*сь ту же Функщю, что и въ 
предыдущемъ прим'Ьр'Ь, то въ посл^днемъ равенств'Ь можно под- 
ставить на м'Ьсто членовъ во второй части соотв'Ьтствуюш,1я имъ 
выражешя посредствомъ Функщи Т(х\ и написать 

*«=ад-з'(|)-т(|)-г(|)н-т(|)_. . . 



в 



—Т{Ух)ч-, 



Въ посл*днемъ равенств* подъ в{х) и Т(х) можно, между 
прочимъ, понимать логариемъ произведенхя всЬхъ простыхъ чи- 
селъ, не превышаюш,ихъ ж, и логариемъ произведешя всЬхъ 
ц*лыхъ чиселъ, не превышающихъ х. 
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ГЛАВА II. 

Р"Ьшеше въ хгЬдыхъ числахъ н4ско1ькихъ неопред'Ьденныхъ задачъ. 

$ I. Общее р%шен1е линейнаго однороднаго уравнен1я. 

, ^ьд^-о^& 16. Теорема. Если «1, «2, . . .а^ цгьлыя числа ^ не имгьющгя 

тео[услге с. общйю дгьлишеля, 1по всгь ргьшешя въ цгьлыосъ числаооъ однород- 
наго уравнеигя 

опредгьляются по форму ламъ: 



^2 = <^Л,1-^<^Л^-^- 


••-»-«„^2,«' 




Я?» = «!<„,! -^ «2 *«,2-+- • 


• --^-«п^п,»' 



г(?/ь ^11,. . Л^^ изображаютъ цгьлыя перемгьнныя числа , изъ 
которыхъ 



^2,3 9 • • -^2,^5 
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с^ть прошволшыя, осталшыя оке выражаются такъ: 






Теорема очевидна въ случа* п = 2. Чтобы доказать ея И | ^ I | 
справедливость пд)и всякомъ данномъ п, можно ввести предполо- <Г| *-е ^ 
жеше, что она уже доказана во всЬхъ случаяхъ, когда число ;" ^ *^ '^ ^ 



:Л Ж 



неизв^стныхъ меньше п. Этимъ мы воспользуемся для доказа- ; 5 1^ | 
тельства, что всякое р'бшеше уравнешя *^^ ^ ^ 1^ !- 



получается изъ Формулъ, приведенныхъ въ теорем*. ^;+, ^ | ^^^2^ 

I. Что всякая система чиселъ, опред'Ьляемая означенными Фор- 
мулами, дМствительно даетъ р'Ьшеше уравнешя (1), въ этомъ 



МЫ удостоверяемся непосредственно, внося въ (1) на м*сто | **, ^^ | ^^^ с 
о?!, а^з? • • соотв'Ьтствующхя выражешя и принимая въ сообра- _/ ^ | 5 :; Д 
жеше, что 1^^- = — ^,.^, <,.^,. = 0. 1 И 1^ ; ^' 

.о^^^огшгДустъ дана будетъ какая нибудь система чиселъ л^^, ^2, . . . а?^, I !^ '^ ? | ? 
представляюп1,ая р^шеше уравненхя (1); возьмемъ во внимаше * ^'~ ! . '^ 
одно изъ этихъ чиселъ, наприм*ръ ж^, и найдемъ п — 1 чиселъ ? +^1 ^ ^ е с . 

«*1,т' V' • • • «*т-1,т. «*тн-1,т. • ' • %т^ УДОВЛСТВОрЯЮЩИХЪ | ^.|, | ; ^ 

уравнение ц ^^ ^ ^ : ? 



х^:^ 



^1 ^1 «м "^~ ^О ^О «м "^ • • • "1" ^*м 1 ^«^ 1 •» ~*~ ^тш _^1 ^л. _^1 «м "^ • • • г- га* * 

1 1^т 2 З^Щ Ш — 1 7П — 1^ТП III -#-1 111-1-1 уШ <;.-*; (А 



-V ^. 



•(^^и^^-^оо^ = 0, ^1 



г г 



4 



5 



3' --1 - 



Так1я числа всегда существуютъ; ибо обицй наибодьшш !>^* ^ г 
д'Ьлитель коеФФИцхентовъ а^, «з? • • • ^т— р ^ш-*-!? • • • ^п) ^^ 1 - 5 т'^ . 
основаши (1), делить х^. ^ Г? ^^ ^ ^ 

Внося въ (1) на м^сто х^ вьфажеше, получаемое изъ по- ^ 11^ ! * 
сл^дняго уравнешя, имеемъ ^5:1 ^/^ ^ 



с ч;^ 



г7;Г 



1^1 т л^ш^ т — 1 ^ т — 1 т тп — х^т^ 

^-т_1_, (^>т_а., «.м ^-^ _._,-«.)-*- • • • -*" Л^, (^^ ^«. ^^ «.) = О- 

т-ы V ш-ы . т ш -#-1,111' п^ п т п^ш/ 



X 

^ г* Х- - 
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Разсматривая это уравнеше, какъ однородное съ -** — 1 не- 
известными, на основан1и сд'Ьланнаго выше нредположен1я, можно 
написать: 









*»д 






-|-^"Й 



ип ' 



^*и 1 ^т ^*и I «* =^ Л ^« II" 

Ш — 1 Ш Ш — \.<^УП о^^^ П1 1)1 



Ж 



т-1-1 ^ш ^тн-цт ^^ **т-ы,1 






^« ^т ^« ™ ^^ Т^ ^« 1 -*- 



-|-^« 



(?„ П,11' 



гдй й^ есть общ1Й наибольш1Й делитель чйселъ а^ , Од, , , . ^т^х^ 
^т-*-11 ' ^ "^п5 "^сла ^^1, «1^, ^ . . связаньГусдов1ями4*^^^^ — щ^^ 

Посл4дн1я уравнен1я, взятыя вм^сг! съ однимъ изъ пред- 
шествуюнщхъ и буд>^та приведены въ надлежащ1Й норядокъ, 
даютъ намъ сл^дугощ5ю систему: 



(2) 



^й Ж, ^ а. м, I -*- ■ . , н- а^„ ^*« 4*1 ^ ■ 
й аГд ^ а* Кс, 1 -*- . . , Н" а^ й^ ****«■ 









■ й й и 

т т т,т 



■ **п щ т,П* 



«п%1» 






)Й<^^«^ вЫ^4| 



-•«»»»+•••+' 
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при^ чемъ опять зам'Ьчаемъ, что коеФФИщенты во вторыхъ ча- 
стяхъ у буквъ а, , «2, . . . а^, расположенные по дхагонали, равны 
нулю, а каждые два, симметрически расположенные относи- 
тельно дхагонали, равны по числовой величин*, но знаки ихъ 
противоположны. 

Числа ^1, е?2,. . .^^ не им'Ьютъ общаго д'Ьлителя; поэтому 
мы можемъ найти числа А,, Ад? • • -^п? удовлетворяющхя урав- 
нешю 



(3). 



А, а^ -ь ^2 а^ 



■А„й„=1. 



Найдя ихъ, мы умножаемъ об* части каждаго изъ уравненш 
(2) на А^ и зат'Ьмъ выписываемъ отдельно всЬ частныя си- 
стемы (2), соотв'Ьтствующ1я значешямъ ш= 1, 2, . , .п. Скла- 
дывая почленно сперва первыя уравнешя въ этихъ системахъ, 
затбмъ вторыя и т. д., и принимая во вниманхе каждый разъ 
равенство (3), получаемъ новую систему сл-Ьдующаго вида: 



X, 



1 ^1 ^,1 "*~ ^2 ^,2 "*~ • 



^2 = ^1 '2,1-*- «! 



2 ^2,2 ■ 









П 1 П,1 2 П,2 

гд* ^1 1 , . . Л^^ суть ц'Ьлыя числа, удовлетворяющхя условхямъ 



Что и следовало доказать. 



^,, = 0. 



17. Для приложешя только что доказанной теоремы пока- ^Згю^лгэ^^^ I. 
жемъ р'Ьшеше следующей задачи. "7^""^ 'Г? г 

Задача. Найти шесть чиселъ х^^ х^^ х^^ у^^ «/2, г/з, который ^^. 
удовлетворяли бы тремъ такимъ условгямъ: 



"^ч 



^^У^ 


= «1, 


^1«/1 


= «2> 


^хУх 


ХгУг 




х^Уь 




«2 2/2 
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Ух 


ж, 


Ух 


у г 


«2 


У2 


Уь 


^г 


Уг 



(1) 



гдиь а^^ а^^ а^ шо^ажаютъ данныя числа, не имгьющгя общаго 
дгьлителя, 

ИЗЪ ОЧеВИДНЫХЪ равеНСТВЪ (^^^ /и>иснн4с т*^и[5е-^/^«/<л^ 

X, X, у^ 

^2 ^2 ^2 =0? У^^^ У- =0 

^3 ^3 2/з 
ВЫВОДИМЪ (^$фМл^^и>^^и^г^ 

^а,х^ — а^х^-^а^х^ = 0, 
Следовательно можно написать (Я*' н11с^и^^и1сГ< т^€>^^^у^,^ 

^1 = «1 <1,1 — «2 ^1,2 "*- «3 ^1,3, 

: ^2 == ^1 '2,1 ^2 ^2,2 "*~ ^3 ^2,3 ) 

^3 =^ ^1 ^3,1 "~ ^2 ^3,2 "*" ^3 ^3,3 > 

зд^сь ^1 2, <1 о, ^2 3 изображаютъ новыя неизв'Ьстныя ц'Ьлыя числа, 
введенный на »г6сто ж^, Жд, гСд; кром* того им^емъ ^^,- = — <|;|5 

*,,, = о. 

Съ помощью посл-Ьднихъ уравненш находимъ 



^х^>.-ЧЧ>^ 



^хУх 
^гУг 



= «3 (— Уь ^1,2 -^ 2^2 ^1,3 — Ухк^^ ~ \ 

=^Ч{—Уь\^-^УЛ,г — УхЧ,%>^ ^*г 

= «1 (— Уз \% -^ У2 Ч,г — Ух '2,з)- = ^ \ 
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Взявъ для Ух, Узз у г какое угодно частное р'Ьшеше втораго 
уравнешя (1) и положивъ, что у^, у^, у^ не ийгЬютъ общаго де- 
лителя, мы дадимъ для неизв'Ьстныхъ ^, «, ^о, ^зз значен1я, удо- 
влетворяюпця уСЛ0В1Ю 

— Уз<1,2-*-2^3<1,8 — 2^1 «2,3=1; 
ЪыХ^рч^ таА^%4.^^Ъ ^ХрлЗ<»-^ъ »Л*лЛ^#-в гся с/и,с;/"е-и.1. ч.а,се-сг С)^ ^^ЛЗ ^^^^ъ^^ "^^^ 

-мцда предыдущая уравнен1я примутъ сл^дующш видъ: 



^1^1 


= «3, 


<^гР1 


= а„ 


^2 3^2 


«2^2 




ЧУг. 




а'зУз 



= а,. 



Это показываетъ, что числа ж^, Жд? ^з? Уп ^2? Уз? получен- 
ныя по указанному способу, составляютъ р'Ьшеше предложенной 
задачи. 

Этотъ методъ можно обобщить, но мы не будемъ надъ нимъ 
останавливаться. Покажемъ лучше праемъ для решетя другой 
задачи въ подобномъ род*. 



$ И. Соетавлен1е опред^1^дителя, значен1е котораго равно 1, 
при данныхъ элементахъ первой етроки. 



18. Совокупность п данныхъ чиселъ согласимся называть 01кс и . у, 



С 



ни л 5«.1' 



сочеташемъ и изображать для сокращешя одной буквой 

На знаки чиселъ и на порядокъ, въ которомъ они разме- 
щены, никакого внимашя обращать не будемъ; такъ что можно 
написать 

(а, «1, «а, а^ = (а^, — а^, — а, а^ — {а^, — а, а^, — а^. 



-и- 
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Два сочетан1я 








■8= (а, а,,.. 


•«„_.), 




Т=(а,а\,. 


•■<-.) 



состояпця изъ одинаковаго числа элементовъ, въ которыхъ по 
крайней м'Ьр'Ь одинъ элементъ, наприм'Ьръ а, обпцй, а осталь- 
ные, соотв'Ьтственные одинъ другому, отличаются кратностью а, 
называть будемъ смежными. Наприм'Ьръ, два сочеташя (3,5, ~7) 
и (3, 1, 2) смежны, ибо 5 = 2 -н 3 и 7 = 1 н- 2. 3. 

Въ двухъ смежныхъ сочетан1яхъ общ1е наибольш1е дели- 
тели составляющихъ элементовъ равны между собою. 

Каковы бы ни были два смежныхъ сочетанхя 

8= {а, а^,. . .а^_^) , 
ВСЯК1Й определитель 

ЬКК .&„_. 

ь'ь\ь\ .....ь'„-. 



А = 






(П— 1) 



П — 1 



ВЪ которомъ элементы первой строки совпадаютъ съ элементами 
сочетанхя Т, можетъ быть преобразованъ такъ, что элементы 
первой строки будутъ совпадать съ элементами сочетанхя 5. 
Предложеше это вытекаетъ изъ основныхъ свойствъ определи- 
теля, по которымъ элементы первой строки можно привести въ 
какой угодно порядокъ, можно произвольно менять знаки у 
этихъ же элементовъ и, наконецъ, къ л]юбому изъ элементовъ 
^0? ^15 ^2?- • -^п— 1 можно прибавить или вычесть произвольную 
кратность какого нибудь изъ остальныхъ; при этомъ приходится 
каждый разъ производить надлежащхя изменешя надъ прочими 
элементами определителя. 
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19. Принимая во вниманхе все вышесказанное легко пока- ^< ^^ь к и 
зать, какъ найти р'Ьшенхе въ ц'Ьлыхъ числахъ уравнен1я '^^^ ^'^ 



й й^ ^2 . 


••«„-. 


X х^ х^. 


• -^«-1 


у УхУ^' 


• -Уп-х 


•••••• 


' ••^«-1 



= 1, 



въ которомъ а, а,,. . .а^__^ суть данныя числа, не ийг1ющ1я 
общаго делителя. 

Для этого мы прйнимаемъ во внимаше сочетан1е 

5 = (а, «1,. . .а^__^\ 

и отм^Ьчая въ немъ самый малый по числовой величин* элементъ 
а^, не равный нулю, замЬняемъ всЬ остальные элементы ихъ 
остатками отъ д-блетя на а^.; такимъ образомъ получаемъ новое 
сочеташе 

^1 = 0>1 ^1,. . \^^\ 

смежное съ предыдущимъ, съ элементами меньшими по число- 
вой величин*: наибольшш элементъ въ /5^ равенъ наименьшему 
въ 5. Теперь повторяемъ подобную операпдю съ элементами со- 
четашя /^^ то есть, отм'Ьтивъ наименьппй элементъ &^., замЬ- 
няемъ ВС* остальные элементы въ в^ ихъ остатками отъ д*- 
лешя на Ь^; получаемъ новое сочеташе 

смежное съ )81, но съ элементами меньшими ч*мъ въ 51. Подоб- 
нымъ образомъ продолжаемъ действовать до т*хъ поръ, пока 
не дойдемъ до сочетагая 5^^, вс* элементы котораго будутъ рав- 
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ными нулю, за исключенаемъ одного, равнаго 1 ; обпцй наиболь- 
шш делитель элементовъ каждаго изъ сочетан1Й 51, ^з, . . . бу- 
детъ равняться 1 . 

Какъ только составленъ нами рядъ сочетан1Й 

переходимъ къ составленш опред'Ьлителя вида 



10 0. 


. .0 


Р Рг Р^- 


• -Рп-г 


Я «1 32- 


••««-1 


г г, т^. 


••'•«-1 



съ целыми элементами, значеше котораго равнялось бы 1 . До- 
стигнуть этого очень легко разными способами: можно, напри- 
м'Ьръ, приравнять 1 всЬ элементы на дхагонали и нулю всЬ эле- 
менты надъ Д1агональю, оставивъ произвольными тЬ элементы, 
которые расположены подъ дхагональю. 

Такъ какъ элементы первой строки въ Д^ представляютъ 
сочеташе 5^^, то опред'Ьлитель этотъ можно преобразовать въ 
другой, въ которомъ элементы первой строки представятъ соче- 
таше -б'^^^ . Обозначивъ этотъ новый оцред'Ьлитель чрезъ Д^_^ , 
мы зам'Ьчаемъ, что въ свою очередь его легко преобразовать 
въ другой Ау__2? первая строка котораго представитъ сочеташе 
5^_2- Продолжая такимъ образомъ преобразовьюать вновь полу- 
чаемые опред'Ьлители, мы дойдемъ наконецъ до опред'Ьлителя А, 
въ которомъ элементы первой строки будутъ представлять соче- 
таше 5, и будемъ шгЬтъ равенства 

Д = Д, = Дз=... = Д/, 

0\дШе6 Ьу СлОО?1С 
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а такъ какъ по предположенш Д^ = 1, то следовательно 

Д=1. 

Это показываетъ, что элементы определителя Д, содержапце 
2 произвольныхъ ц^лыхъ переменныхъ, даютъ безчислен- 
ное множество р^шетй предложенной задачи. 

20. Щтмгьръ. Требуется составить определитель четвертаго Э|(зи^ип>^)1 б. 
порядка, въ которомъ первая строка состояла бы изъ элемен- 
товъ 3, 5, 8, 7, и значеше котораго равнялось бы 1. 

Сойтавляемъ рядъ сочеташй 

5'=(3, 5, 8, 7), 5, = (3, 2, —1, 1), 52 = (0, О, О, 1), 

а съ ихъ помощью' получается соответствуюпцй рядъ определи- 
телей - 



Дз = 



А = 



10 




1—1-2 3 




ж 1 
У «/,1 


, ^1 = 


а; 1 — ж 2» Вх 
у у^ — у 1ч-2у 8у 


е г^ г^\ 




г г^ — г 11^-*-2г 1-*-3^ 


7 8 


5 3 




7ж 1-*-%х 


Ьх Зх 




Ь У1-+- % 


1 н- 52/ Ву 




2-»-7« 3- 


Ч-З^Н-^! 


1-*- 52-*-02 1 н- Згг 





ВсЬ они равны 1; поэтому послйдтй удовлетворяетъ всЬмъ 
требовашямъ задачи. 



4* 
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§ Ш. Соетавлен1е определителя при другихъ услов1я1ъ. 

Йь«)&а4>я*пм4._- 21. Возьмемъ теперь во внимаше двойное сочеташе, состоя- 
м1х ч ии^^г Щее^изъ 2п чиселъ, выписанныхъ въ извъстномъ порядке въ 
{|^^^^ ^^' Двухъ строкахъ, по п чиселъ въ каждой, 






Два со4етан1я подобнаго рода, которыя отличаются только 
порядкомъ столбцовъ, согласимся разсматривать какъ тоже- 
ственныя; также одновременное изм-Ьнеше знаковъ у обоихъ эле- 
ментовъ какого либо столбца не будемъ считать за нарушенхе 
сочетан1я. На этомъ основанш можно написать 






Въ данномъ двойномъ сочеташи отм'Ьтимъ какой нибудь 
столбецъ, и зат^мъ къ элементамъ каждаго изъ остальныхъ 
столбцовъ прибавимъ или вычтемъ соответственно элементы 
отм^ченнаго нами столбца, умноженные на какое угодно ц'Ьлое 
число. Полученное такимъ образомъ новое двойное сочеташе 
будемъ называть смежнымъ съ предыдущимъ. Такъ, напри- 
м4ръ, два сочетан1я 



( 



а, а,, «2 \ 


/ а-^кщ, а^, ад-нЦ 


ь,ъ„\)' 


\Ъч~кЪ„Ъ„Ъ,-^Щ 



суть смежный. 

Легко показать, что если два сочетан1я 



•<-г 



\ Ь, &!, \,. . . Ь„_, / \ Ъ', Ъ\, Ъ\, , . .Ъ\ 
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суть смежный, то обпцй наибольш1Й д-Ьдитель чиселъ 
аЪ^ — а^Ъ^аЬ^ — а^Ь,... а„_, Ь„ — а„Ь„_^ 
равенъ общему наибольшему д'1лителю чиселъ 



аЪ\ — а\Ъ', аЪ'^ — о'^Ь , 



а' Ъ' ■ 

П— 1 П 



а'Ъ' . 

П П — 1 



ДМствуя подобно тому, какъ было показано въ предше- 
ствующемъ номер'Ь, можно для всякаго двойнаго сочетанк в^ 
составить рядъ сочетатй 

въ которомъ каждое следующее будетъ смежнымъ съ предше- 
ствующимъ, а последнее будетъ вида 



/с, О, 0,...0\ 

»• \(г, сг; о,. . .0/' 



при чемъ произведен1е ей' будетъ равняться общему наиболь- 
шему д'Ьлителю опред'Ьлителей а\ — а^Ь, аЪ^ — «2^?- . ., со- 
ставленныхъ изъ элементовъ сочетан1я 5. 

Съ другой стороны ясно, что всякш определитель ^-го по- 
рядка съ целыми элементами,' въ которомъ дв'Ь первыя строки 
представляютъ собо^ двойное сочеташе /5^, можно преобразовать 
въ другой, въ которомъ дв* - первыя строки представятъ соче- 
таше 5^_1, смежное съ предьцущймъ. Это даетъ возможность 
составлять р'Ьшешя въ ц^лыхъ числахъ такого неопред'Ьленнаго 
у^авнёшя: 



Ъ &! \. . Л 



П — I 



X Х^ Х^. 



^х. 



П— 1 



^1 ^2- 



.^, 



П— 1 



= А, 
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гдй к есть обпцй наибольшай д'Ьлите.ть чиселъ аЬ, — а^Ь, 

Въ самомъ д-Ьл-Ь, обозначивъ чрезъ 6' двойное сочеташе, 
представляемое двумя первыми строками поел'Ьдняго огфед'Ьли- 
теля, и выписавъ рядъ смежныхъ сочетаа1й 



гд* 



/с^О, 0,...0\ 



составимъ определитель Д^ съ ц1^лымн элементами, котораго зна- 
чеше равнялось бы А, а первый дв-Ь строки представляли соче- 
таше 5^^; такому требованш удовлетворяетъ определитель 



к= 



с 0. 


. .0 


а а' 0. 


. ,0 


^Р 2'1 1- 


. .0 


г г, г^. 


. .1 



въ которомъ2?, 2?1, . . -^п—1 изображаютъ произвольныя Д'Ьлыя 
числа. 

Определитель Д^ преобразовываемъ въ \_^^ этотъ посл-Ьд- 
нш въ Д,._2' этотъ въ свою очередь въ ^^_^ и такъ да^тЬв, — 
такимъ именно образомъ, чтобы первьгя две стр01ш въ каждомъ 
определителе Д^ представляли собой сочетап1е 5^.. Поступая 
такъ, дойдемъ въ конце до определителя Д ^ вырашегйе кото- 
раго дастъ намъ безконечное множество частеыхъ решешй за- 
даннаго уравнешя. 
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22. Пргшщм. Нашпи опред7ьлитель четвертаго порядка^ ^1 1уи ^и^ ^ м, > 
значеше котораго равнялось бы 1, и чтобъ переыя деть строки 
были слтъдующгя: 

2 3 5 7, 

3 4-10. 



Составляемъ рядъ сочеташй 



1 1 14 
1-7-9 Г 

/0 10 0\ <._/ 1 О О О \ 



Да = 



Соотв-бтственио^ этому вм'Ьемъ 

10 

110 

X х^ \ О 

У Уг У, 1 



^2 = 



О 



Д1 = 



1 2 
1 3 



1 



1 О О 

1 1 —8 —10 

X а?! 1 — 8я;1 — Юх^ 

У Ух У2—^У\ 1—10^1 
1 

— 9 
X 2хч-Х1 1ч-х — 8ж1 X — 10а5, 
У ^У~*-Ул У — ^У\-*-У^ 1-*-2/— Юг/, 

3 2 § 7 

4 3—1,0 
Ъх-*-х^ 2х-*-Ху 1 н- бж — %Ху 7х — 7а-, 
гу-*-у, 22/Н-2/, 5г/ — 6г/,-нг/2 1-н7«/ — 7г/,^ 

Посл'Ьдни! опред'Ьлитель удовлетворяетъ требуемымъ усло- 
В]ямъ при всякихъ ц-Ьлыхъ значенхяхъ для х, у, х^, у^, у у 



Л=: 
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§ IV. Новое р^^шен1е предыдущей задачи въ частнокъ слу- 
чать, когда опред^^литедъ четвертаго порядка. 

^-йи^ы-'^с^^тх)- 23. Задача, занимающая насъ въ предшествующемъ номер*, 
у\игатС:^1нр^им'Ьетъ особеннов прим'Ьнете въ теорш квадратичныхъ Формъ; 
преимущественно частньш случаи, когда опредълитель есть 
четвертаго порядка. Только что изложенный способъ нахождешя 
Р'Ьшешй хотя и хорошъ въ практическомъ отношеши, когда 
данные элементы выражены числами, но представляется неудоб- 
нымъ, если желаемъ д'Ьлать теоретическхя заключешя на счетъ 
искомыхъ чиселъ. Поэтому-то мы изложимъ зд'Ьсь иной способъ 
Р'6шен1я, основанный на другихъ началахъ. Но прежде всего 
займемся р'Ьшейемъ следующей вспомогательной задачи. 

Даны шесть щьлыхъ чиселъ %^^ а^2? %^ч ^12) ^1з? %,з? У^^' 
влетворяющихъ условгю 

^0.1 V "" ^0,2/^1,3 ^ «0,3 «1,2 = О? 

требуется найти восемь цгьлыхъ чиселъ 

2, «1, ^2, 2а. 
поторыя удовлетворяли бы слгьдующимъ шести уравненгямъ: 

Р 2 _ Р Я 

= «0,2? 
Р2 «2 Ръ Ь 

Рг Яг Р2 Ь 

= а, 3, 

Рв Яг ' Рв Ь 



Р 2 
РхЯх 

Рхйх 

Р2 92 



= ал 



= ап 



= а 



1,2) 



= а, 



2,3- 



Очевидно, можно ограничиться предположенхемъ, что числа 
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«0,1) «0,2) 



. «2 3 не им'Ьютъ общаго делителя. 
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Чтобы придать Формуламъ бол'Ье симметричный вядъ, вве- 
демъ новыя обозначенхя 



«0,0=^^' 



«.,1 = 0> ' 



(1) 



такъ что, вообще, им'Ьемъ 

%^ = — %^^ % = 0- 

Изъ условныхъ уравненш, которымъ должны удовлетворять 
числа р^ 0^^ Рхч Я.1Ч* • • вытекаетъ непосредственно следующая 
группа уравнен1Й: 

^1,2^>-*-«2,о1>1-^^^2~*" О =0, 

о -*- «2,3^^1-^-^3,12^2-»- «1,2^3 = о, 

и точно такимъ же уравнешямъ должны удовлетворять д, д^, 

Я2У 2з- 

Не всЬ уравнешя (1) независимы друтъ отъ друга: легко 

залгбтить, что два как1я нибудь выводятся изъ двухъ осталь- 

ныхъ простымъ исключецхемъ одного неизв'Ьстнаго; при этомъ 

сл'Ьдуетъ им'Ьть въ виду предположенную зависимость между 

«01) «0 2? • • -«гз- Поэтому уравнешя (1) им'Ьютъ безчисленное 

множество р'Ьшен1Й въ ц'Ьлыхъ числахъ, и не трудно доказать, 

что всЬ они получаются изъ Форм^лъ 

Р =«0,0^-»-«0,1^-»-«0,2^2-*-«0,3^3' 

Рг = «1,0 * -^ «1,1 ^1 -^ «1,2 ^2 "^ ^1,3 ^8 ? 

Р2= «2,0^ -^- «2,1^1 -^ «2,2^2 -*- «2,3*8) 

. Рз= «8,0< -»- «3,1 *1 -»- «3,2*2 -*- «3,3*8) 

гд'Ь <, ^1, {^^ ^3 суть произвольныя д'Ьлыя числа. 



т 
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Въ самомъ дйлй, внося въ (1) на М'Ьсто р^Рх^р^гР^ соот- 
в'Ьтствующхя выражеп!Я но ФОрмуламъ (2), мы замйчаемъ, что 
въ результате получаются тожес1'ва; остается стЬдовательно 
удостов-Ьриться, что всякое р^шсн1е уравнен1Й (1) можетъ быть 
получено Ш2ъ (2) при Н'Ькоторыхъ частныхъ значен1яхъ для 

^} *1? 4} V 

Изображая чрезъ ^^ общш навбо1ьш1Й д-блитель трехъ чи- 
селъ а^^, а^2? ^1л ^ принимая во впимаше первое уравнеехе (1), 
им^Ьемъ 



(3). 



^еР ~ «0,0 « -^ \1 Щ -^ ^0.3 Щ ^ 



гд'Ь и^ п^^ г*з нзображаютъ ц^Е;лыя числа. 

Внося во второе }фавнен1б (1) на м-Ьсто р и р^ соотв-Ьтствую- 
щ^1Я выран^ешя по посл^днимъ Формуламъ, получаемъ 

^^1,0 %Ь ад -*- «0,1 «1,3^1 -^- \1 \ь % ^ %,1 ^вР$ = О 3 

отсюда, сокращая на а^^ ^ , выводимъ 

(4) - ^ъРш = ^п,ь^^-^%1Щ^Щ,2^^.^ 

Сл^Ьдовательно число р^ выражается точно такимъ же обра- 
зомъ какъ и ^>, Рх^р^^ Уравыеше {4) сл'Ьдуетъ считать дополне- 
Я1емъ къ (3). При вывод'Ь посл'Ьдняго уравнен1я мы предпола- 
гали, что «о , не равно нулю- Въ протввномъ случае сл-Ьдовало 
бы выводить (4) не съ поающью втораго уравеетя (1), а треть- 
яго или четвертаго. 

Если всЬ три числа щ^^ «0 2Г«12 Р^1*1^1 п}'лю^ д^Ьлитель Йд 
становится иеопред'Ьлепнымъ, и вся группа (3), (4) должна быть 
оставлена безъ внхгЕаноя. 

Подобно Т031У, какъ выведены были уравнен1я (3), (4), можно 
еще вывести штжесл'Ьдун)Щ1я три группы, даюп];1я новыя выра- 
жен1я для тЬхъ же чиселъ Р^Рг, Р^} Рв* 
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<5) 



(6) 



<7) 



^^^Р = «0,0 «' -^ «0,1 "'1 -»- «0,8 " 8> 

I <*2Й= 0,^0 «'-^ «1,1 «'1-^- «1,8 »«'з> 

^зРа = «8,0 «' ■+■ «2,1 **') -*- «2,8 ^'г , 

<*8^'3 = «8,0 **' ■+■ %1^\ -*- «3,3 ^'в ; 

^11' = % м" И- «0,2 «а" -^ «0,8 «з".- 

«^1^1 = «1,0 «*" -<- «1,2 < -+- «1,8 Щ\ 
^1 Р2 = «2,0 «*" -^ «2,2 <' -*- «2,8 <'> 

<^1 г'з = «3,0 »" -^ «3,2 К -*- «8,3 V; 

» т пг п/ 

Щ = \х «1 ^ %Л Щ -+- V ^3 ' 

Фа= «^,1 ^*/" -^ «2,2 <'' -*- ^2,3 <^ 

I (|^?з = йд^, я/'' -ь ^3^2 «^Г -»- ^3,3 «*з"'; 

гд-Ь ^2 изображаетъ общи наибодьгаш д'Ьлитель чиселъ а^^, а, д, 
^ «о,з; ^1 — чиселъ «0,3. %,Е? '^з^; ^ — чиселъ а^^^, а,^^, а^у, буквы 
ад', и\ . . - %'" изображаютъ ц^&лыя числа.- 

Такъ какъ общ1Й наибо1ьш1Й д1^литель чиселъ (^ог^^о^^- --^2^ 
равенъ 1, то и общ1Й наибольш1Й д'Ьлитель чиселъ с?, с1^^ с?д, с1^ 
ханже равенъ 1 ; поэтому можно найти четыре ц'Ьлыхъ числа 
1, Хд5 Хз, Хд, удоБлетворяющихъ уравнешю 

Умножая обЪ части каждаго изъ уравненш (3) и (4) на Хд, 
каждаго изъ уравнен1Й (5) на Х^ и т. д., загЬмъ складывая по- 
членно первыя, вторыя, трет1я и четвертый уравнешя въ четы- 
рехъ означенныхъ группахъ, о полагая еще для сокращетя 

( :^\и -^-Х^г/ -1-Х^г*" -н О , 

(д ^ Хд Нд -ь О -ь Х^ щ^ н- Хг^з^'', 
X. 



#3= О 



'^2*^'*а 



\и^'-^\и'\ 
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' V V К' Н С1 г С 



получаемъ группу (2), которая, следовательно, выражаетъ всЬ 
решетя въ ц'Ьлыхъ числахъ уравнешй (1). 

Остается теперь показать, какхя частнью значешя сл^Ьдуетъ 
давать въ (2) для г, ^^ 1^^ 1^^ чтобы соотв'Ьтствуюпця имъ зна- 
чен1я ^?, ^?1, ^?2? ^^3 ^ 2) Зх) За' Й'з удовлетворяли заданнымъ урав- 
нешямъ. 

Подставивъ въ (2) на 11гЬсто <, 1^^ 1^^ 1^ каюя угодно частныя 
ц^льш значен1я, вычислимъ соотв'Ьтствующ1я имъ значешя^', 
Р\1 Р^^ р\ ^ называя чрезъ I общ1й наибольшш д'блитель этихъ 
посл'Ьднихъ, положимъ 









Числа г, д'х, й'з? Й'з очевидно удовлетворяютъ (1); принимал 
это въ соображете, изъ (2) выводимъ рядъ Формулъ, который 
можно написать такъ: 

/г = 0, 1, 2, 3\ 
Ь' = 0, 1, 2, ЗЛ 

Отсюда сл'Ьдуетъ, что для значешй Ь^ Ь^^ 1^^ <з, удовлетво- 
ряющихъ уравненш 

будемъ им'Ьть 

Р^^^—Р^^^ = (^^^' 

при всякихъ г и ^. Такимъ образомъ задача наша р'Ьшена. 

24. Переходимъ теперь къ р^шенш главнаго нашего во- 
проса, именно, какъ найти ц'Ьлыя числа и^ и^^. . . ^д, удовлетво- 
ряющ1я уравненш 



(1). 



а а^ «2 а^ 



Ъ \ Ъ^ Ьз 



и щ щ «3 



V V, V^ V^. 



= А, 
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гд'Ь Ь есть общш наибольшш д'Ьлитель шести чиселъ, именно: ^ 

Для ЭТОГО МЫ ищемъ прежде всего чиселъ р, р^^ р^, Рз, 
3? 315 За? & 7 которьйя удовлетворяли бьътакимъ условхямъ: 



(2) • 



т — ^Р! 3 = «0,1 , Ма — 1>з 9 = — «0,2' 

Мв —Рв Я. = «0,8' ^' «2~-Р2 ^1 = ^'^ ' 

I Рх Яз—Р» й1 = — «1,3, ^'з Яв—Рз ?з = «2,з; 



это возможно, ибо между числами а^^,. . .о^з им'Ьетъ м^сто 
зависимость 

«0,1 «9,8 — «0,2 «1,8 ■+■ «1,2 «0,8 = О- 

Съ другой стороны, уравнеше (1) можно написать такъ: 



а «1 




щщ 




« «2 




и, и. 


-4- 


а Оз 




и^щ 


Ъ Ь, 




^2 ^г 




ъ \ 




V, V^ 


Ъ \ 




^1 ^2 


«1«2 




и «3 




«, «3 




и щ 


- 1 


«2 «3 




и щ 


ЬгК 




■V г>з 




\\ 




V ^2 


^~ 


\к 




V «;, 



= А, 



а это, на основати принятыхъ выше обозначешй, приводится 
къ сл^дуюш.ему: 



Р^Рг 




%Щ 


■+- 


2'^^'з 




м, г*з 


-1- 


Р1Р2 




и,щ 


ЬЬ 




«'а^з 


• 


^1 Зз 




^1 «'з 




их Ь 




^Х^2 


РРг 




и «3 




1'1'2 




% щ 


-4- 


V Рх 




и м, 


3 ь 




VV^ 




2 22 




V ^2 




Ч Ях 




V V^ 
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что, въ свою очередь, можетъ быть написаяо такъ: . 
ри -*-р, и, -ь р, «2 -^Рз «*з 2« -^ 2, % -»- Зз Щ -*- Ь^% 



(3) 



= 1. 



Чтобы найти ц-блыя числа м , м^ , . . . V^, удовлетворяюпця 
посл^Бднему уравнешю, пришшаемъ во внимаше Формулы, опре- 
д-бляющ^я числа 1? , 1>1 , Рз > ^'з > именно : 

|) = О -Ь «0,1 «,— «0,2^3 -^«0,8^8» 
Р1= — «0,1 «1 -»- о -Н а,^ «2 — «1,8 <8 , 
Р2— «0,2< — «1,2^ -Н О -Ь Ол^з^З» 
1'3=— «0,8<-»-«1,8*1 — «9^<2-*- О > 

гд* ^,^^,^2,^а суть числа ц'Ьлыя, удовлетворяюпця условш 

д^-ь2,<1-*-2Л-»-2з^з=1, 

и рассматривая эти числа, какъ изв'ёстныя, дадимъ для четы- 
рехъ неизв'бстныхъ V, V^, V^, у^ таия значешя: 

(4) V=^, V^ = ^„ V^=^^, V^=^^^, 

тогда будемъ им-бть два уравнеюя 

(5) 5 

всл4дств1е чего уравнен1в (3), служащее для опред'§лен1я осталь- 
ныхъ четырехъ неизв^стныхъ и, щ^щ, и^, принимаетъ видъ 



ри-^р^щ-^р^ "а -^Рг % 2М -*- «1 «*1 н- Ь Щ "^ «8 Щ 
О '1 

или 
(6) ри-+-р,щ-*-Р2Щ-1-РзЩ=1. 



= 1, 
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Такъ какъ числа й(л , й^д, . . ■ «гз ^в им^ютъ общаго Д'Ьли- 
теля, то и тесла р^ р^, р^, р^ также не йпгЬютъ общаго д^Ьли- 
теля; это прямо видео пзъ (2). Поэтоа1у уравнеше (6) имйетъ 
безчйсленоое множество р'6шен1Й въ ц-Ьлыхъ числахъ^ ш каждое 
изъ нихъ влЛсгЬ съ вышеопред^леиныага числами р^ г^^, г^д, V^ 
даетъ р'Ьше111е уравиен1я (1), 

Между р'6шен1ями уравт1ен1я (6) заслуживаютъ особаго вни- 
ман1я гЬ, который удовлетворяютъ еще условию 

(Т) ^ • йич^^,и,ч-^^и^ч-^^и^=0\ 

тогда (6) и (7) представятъ симметрическое соотв'йтств1е съ (5). 

Что касается нахождее1я ц'Ьлыхъ р'Ьшеншуравнеехй (6) и (7), 
то вотъ къ чему оно приводится. 

Изъ (7) выводимъ 



(8). 



щ^—^x^ — д,x^~^- О ч-д,х^, 

и^=~^x^~^,x^~^^x^-*^■ о , 

гд-! «1 , . . .Же изображаютъ новыя неизв^стныя. Внося въ (6) 
на м'Ьсто и, м, , щ, и^ посд'Ьдгпя выраженхя, получаемъ 

Каждое р'Ьшен1е въ Ц'Ьлыхъ числахъ этого уравнения опре- 
д-Ьляетъ по (8) требуемую систе!иу чиселъ «, «,, Мд, и^. 
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ГЛАВА III. 

11ошят1е о сравнешяхъ. ^ Теоремы Фермата, Эйлера и Бпльсона. — 
Срав11еЕ1я первой стеиени. 

§ I О €равнен1я1ъ вообще. 

■л^л^^^^а 25. Если разность двухъ чжселъ й п & делится на й;^ то гово- 
ч-ь.н«л4л^. рдхъ, что ЧЕСла а ж Ъ сравнимы по модулю к^ и это свойство 



1 



изображаютъ такъ: 



а^Ъ (шой. й). 



Сравливаемыя числа а л Ъ могзт^ быть съ какими ^тодно 
зпакайш, но модуль предполагается положитель пымъ и > 1 , 
Число Ъ называется вычетомъ числа й, ^ии^ наоборотъ, а есть 
вычбтъ числа Ь, 

Изъ ояред1;леп1я сравнен1я непосредствеппо вытекаютъ п'Ь-. 
который его свойства, напоминающхя основныя свойства урав- 
нен^й^ а именно ; 

1*. Всякое число а сравнимо сь самг1мъ собою^ то есть а^а 
(той. й). с^'^^о.т 

2^ Дт числа ^ сравшшыя съ шретышг по какому либо мо- 
дулю^ сравнимы между собою по тому же модулю. Изъ двухъ 
сравпеи1Й 

а^о (той, к), Ъ^с (той. к) 



вытекаетъ третье 



а-с-к! 


а^Ь (той. !с). 




^-с^%Л 






си-«»|С-(Г-4) 
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3*. Прибавляя къ об^ьимъ частямъ сравненгя по одному и 
тому оюе числу ^ сраененге не наругиаемъ. 
Изъ сравнешя 

а^Ъ (той. к) 
выводимъ ^ 

а-ьс^Ь-нс (той.А;) 
или а-^ = )с.^: 

а — с^Ъ — с (той. к), (л-о-(^-с). м 

4*". Во всякомъ сравненгщ совершенно такг, какь и во вся- 
комъ уравиенгщ члены могутъ быть переносимы изъ одной части 
въ другую. Наприм'Ьръ, щъ сравнен1я 

а н- й ^ с -I- с? (той. к) 

выводимъ (^^+6з-(си)г1с.ь 

а — с^Л — Ь (той. Л). {о.-с)-(,^-Ц~кХ 

5*. Два или нгьсколько сравненгй съ однимъ и тгьмъ оюе мо- 
ду лемъ могутъ быть почленно складываемы или вычитаемы, 
Такъ, изъ двухъ сравнен1Й 



а^Ъ (той. &) , а^^ V (той. й) 

' ) 



выводимъ ^' «'"-к^ 

а±а' = Ь±й' (той. к), ^^о.^1у[{г^улЛг1 



гд* можно брать или верхнхе знаки, или нижнхе. 

6. Сраененге не нарушается^ если обгь его части умножить 
на одно и то же цгьлое число, Изъ сравнешя 



а^Ь (шой. Щ 
ас = Ьс(той.А;). ^^Ьс.к.г. 



вытекаетъ аЛ-к1: 



7*. Два или нгьсколько сравненгй съ однимъ и т)ьмъ оюе мо- 
ду лемъ могутъ быть почленно перемножаемы. 



5 
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Предлоше!пе это, хотя и не столь очевидно^ какъ предте- 
ствующ1Яу проверяется иепосредственио. На самомъ д'Ьл'Ь, два 
сравнешя 

а^Ь (той. Лг), а^Ъ' (птоО, А) 

показываютъ, что числа 

суть ц:Ьлыя. Изъ выражен111 этихъ чиселъ 110.113 чаемъ уравнешя 

которыя перемножая почленно, находнмъ 

аа —ЪЬ'ч-к {Ы* ч- Ш -^ Ш\ 

Результатъ зтотъ показываетъ, что разность аа* — ЬЬ* д'ё- 
лится на й, то есть 

яа'^йб' (шоД, й). 

8*** Сравпете не наругыается^ если о5\ь его части етвысим^^ 
т одну и ту же степть. 

Само собою разум^^ечси, что тутъ идетъ р^&чь о ц'Ьлой поло- 
жительной степени. Предложен 1е г^то есть сл^^дств1с предыду- 
щая . 

9 . Если ^{х} шобрйжаеть шьлую фупптю съ щьлылт коеф- 
фгщгтшами^ и если два числа а и Ь сравнимы меоюдр собою по 
модулю /г, то значетя ((а) и ({Ь) также сравнимы между собою 
по тому же модулю 1с. 

ДМстЕш^ельно^ изъ сравнен! л 

а^Ь (той. к\ 
накъ сл'6дств1е, вытекаетъ рядъ такихъ сравЕ1ен1Й: 
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Л^а''-' = Аф''-' (тоАЛ), 

А-1^ = А-1^ (тоа.Л), 

гд'Ь п есть произвольное ц'Ьлое положительное число; А^А^уА^^,.. 
цроизвольныя Ц'Ьлыя числа; впрочемъ, послЬднее сравнеше оче- 
видно само по себ*. Складывая всЬ эти сравнетя и полагая для 
сокращешя 

АаГч-А,х''-'ч-. . .^А^ = Г(х), 
получаемъ 

10**. Если деть цгьлыя функцш съ цгьлыми коеффицгентами 
({х) и (^{х) таковы^ что кбеффицгеншы у подобныхъ членовъ въ 
иосъ выраженгяхъ сравнимы между собою по модулю к^ и если 
числа а и Ъ также сравнимы между собою по модулю й, то 
тогда значетя ({а) и (^(Ь) сравнимы между собою по тому же 
модулю к. 

Действительно, изъ сравнен1я 

а^Ъ (той. й) 
какъ сл^дстихе, вытекаютъ сл'Ьдующхя: 

а^ = Ь'*(то(1.й), 



а^Ъ (той. к), 
1^1 (той. к). ' 

5* 
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Перемножая эти сравнен1я соответственно на сравнен1я 

Л = В (тоАЛ), 
А^^В^ (той. Л), 



л = в _, (той. к) , «*««-"' «п-..^.^^^ «л 

А - 5„ (той. к), с.1:г//гг.:!:5; 

получаемъ 

Ла'* = ВЬ''(то(1.й;), 



А^^В^ {той. к), ' 
Складывая эти посл^Ьдн1я, находимъ 

что и сл'Ьдовало доказать. 

Сл^Ьдуетъ зд-Ьсь заметить, что предложен1е п^ 9 составляетъ 
частный случай п^ 10. 

1 1*. Сравнете не нарушается если обть его части а также 
и модуль умножить или раздгьлить на одно и то же число. 
Изъ сравнешя 

а^Ь (той. к) ^с-бг \<± 

вытекаетъ а,х:-&с=(«^}1^ (си^^п-^^. 

ас^Ьс (той. кс)\ 



и обратно, изъ посл'Ьдняго вытекаетъ предшествующее. 
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12^ Если а^Ъ {шо^. к), то общгй иагсболъшгй дгьлшпель 
чгсселъ а и к совпадаешь съ общимъ иаи^ольшимъ дгьлителемъ чи- 
селъ Ъ и к. Ибо тогда им'Ьемъ уравненхе 

а = Ъ-^Ыу 

которое показываетъ, что всякш юбщ1Й делитель чиселъ а л к 
будетъ общимъ д'Ьлйтелемъ чиселъ Ь и й, равно какъ и обратно: 
всякш общш делитель чиселъ Ъ ик будетъ общимъ д'Ьлителемъ 

13"*. Если а^Ъ (той. А), и Ъ есть число простое относи- 
тельно к^то а есть также число простое относительно к. 

Предложеше это есть сл'Ьдствхе предшествующаго. 

14*. Если аЪ^О (той. к\ и если миоонмтель а есть про- 
стой относительно к, то тогда 6^0 (той. к). 

На самомъ д'Ьл'Ь, произведете аЬ, по предположенш, де- 
лится на Л и, кром* того, числа а як относительно простыя; 
поэтому, на основанш теоремы 2-ой, п^ 4,[3аключаемъ, что Ъ 
д^Ьлится на й, то есть Ь^ О (той. к). 

1 5**. Члены сравненгя могутъ быть сокращены на ихъ общгй 
множитель^ если этотъ множитель число простое съ модулемъ. 

На самомъ Д'Ьл'Ь, изъ сравнешя 

та^тЬ (той. А;) 
выводимъ 

т{а — й) ^ О (той. к) , 

а такъ какъ т число простое съ Л, то, на основанш вышедока- 
а — Ь = 0(той.к), ^^.^^.;,г 

или * тС^-^)^^'^ 

а = Ь{тоА.к). ^-^ -/^.| 

Хб"*. Если число а простое относительно к, то два сравне- 
нгя вида 

аа ^ЪУ (той. А), 

а^Ь (той. к) 
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можно раздтьлить почленно первое на второе и написать 

а' ^6' (той. А;). 

ДМствительно, изъ сравнешя а^Ъ (той. к) выводимъ 

аЬ'^ЪЪ' (той. к). 

Сличая это сравненхе со ^сравненхемъ аа' ^ ЪЪ' (той. й;), 
находимъ 

аа'^аЬ' (той. &). 

Отсюда, сокращая об* части на а, получаемъ 
а ^Ь (той. Ц, 

\Т . Два числа^ сравнимыя между собою по двумъ или нгь- 
сколькимъ модулямъ^ сравнимы и по наименьшему кратному 
9ши(т модулей. Ибо разность а — 6 , д'Ьлясь на каждое изъ чи- 
селъ Л, к\ к'\ . . ., д'Ьлится и на наименьшее кратное этихъ 
посл^Ьдниxъ. 

18"*. Сравненге не нарушается^ если модуль замгьнить ка- 
кимъ либо изъ его дгьлителей, 

§ II. О наиненыпихъ вычетахъ. Распред^^ден1е чиседъ на 
классы по данцону модулю. 

гст^ите 26. Веб числа, сравнимыя съ а по модулю к^ или, другими 

\ .1с.пс^'>. словами, ВСЕ рътетя сравненш 

выражаются общею Формулой 

х = а — Ы^ 
гд'Ь I означаетъ ц'Ьлое число, принимающее всевозможный зна- 



О, 



^г^г 
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Чтобы узнать сколько въ ряду 

И) о, 1,2, 3,.. .к — 1 

находится чиселъ сравнимыхъ съ а по модулю Л;, составзяемъ 

УСЛ0В1Я 

0<а — Ы<к, 
откуда выводимъ ~ ^ ^^-^ ^к^Т'^ ^ 

Неравенства эти показываютъ, что существуетъ одно и 
только одно частное значенхе для <, при которомъ число а — Ы 
будетъ содержаться въ (1). Это число называютъ наименынимъ 
полооюишельнымъ вычешомъ числа а ; названхе, какъ видимъ, отв'Ь- 
чаетъ характеристическому свойству числа. 

Наименьш1Й положительный вычетъ можетъ равняться нулю; 
это им4етъ м'Ьсто въ томъ только случа'Ь, если число д'Ьлится 
на модуль. 

Подобно предыдущему легко удостов'Ьриться, что въ ряд}^ 

О, -1,-2, -3,...-(А;-1), 

находится одно и только одно число, сравнимое съ а по модулю к. 
Искомое число должно быть вида а — Ыт. должно удовлетворять 

УСЛ0В1ЯМЪ 

— к<а — Ы<0, 

откуда ВЫВОДИМЪ '^^'%%'уХ\ ^г а 

Неравенства эти опред'Ьляютъ вполне число <, равно какъ 
и соотв'Ьтствующее ему число а — Ы. Это последнее называется 
намменьшимъ отртщтельнымъ вычешомъ числа а; ойо равно 
нулю въ томъ только случае, когда а д'Ьлится на к. 

27. Изображая чрезъ г наименьшш положительный вычетъ ^А ^ьс а. ^. 
числа а по модулю к^ а чрезъ — 5 наименьшш отрицательный ^еу^и^. 
вычетъ того же числа а по модулю Л, им'Ьемъ два случая: 
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1*. Если а д^ьлишся на к^ то ь_ ^- ,, г^ь :^ а-кС»! 

2^ Если а не д^ьлится на к , то 

г н- 5 = к. 

Первый случай былъ отм^чевъ ран'Ье; *гго касается втораго, 
то тогда жм'1тъ неравенства 

О <г <й, 



откуда выводимъ 



— к<г — к<0, 



а это показь]ваетъ, что 



г — 1с = — 8. 



На основан1и этого равенства мы заключаемъ, что одинъ 
пзъ двухъ наименьшихъ вычетовъ по числовой величин* не 
превышаетъ половины моду^тя. Если числовая вежчина одного 

к 

изъ наименьшихъ вычетовъ равна -г-, то числовая величина 

остальнаго также равна -^ ; разум'Ьстся, что это можетъ им'Ьть 
м1Ьсто только при четиомъ модул'Ь, Изъ всего видно, что число- 
выя величины наименьшихъ вычетовъ только въ двухъ случалхъ 
бываютъ равными другъ другу: во первыхъ, если число д^Ьлится 
на модуль; тогда г^в ^ О, н, во вторыхъ, если мод5^ль четный 
и число делится на половину модуля ; тогда г^з^-^. Вн^Ь 
этихъ двухъ случаевъ всегда одинъ изъ наименьшихъ вычетовъ 
по числовой величин-Ь > у, другой < -^. Этотъ посл+дн1Й на- 
зывается абсолютно малымъ ьычетомъ. 

Примгьръ 1. Определить наи1йеньш1е вычеты 127 но мо- 
Д}^то 17* 

Разд-Ьляя 127 па 17 находимъ частное 7, остатокъ 8; сле- 
довательно им*Ьемъ 

127 = 8 (тос1 17) 

и очевидно, что г^ 8. 
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Наименьш1Й отрицательный вычетъ определяется по Фор- 
мул* 

— 5 = г — Л =8 — 17 = — 9. 

Абсолютно малый вычетъ равенъ 8. 

Примпфъ 2. Опред'Ьлить наименьш1е вычеты числа — 200 
по модулю 13. 

Разд'Ьляя 200 на 13 находимъ частное 15, остатокъ 5; 
сл'Ьдовательно 

200^5 (той. 13). 

Отсюда выводимъ 

— 200 = — 5 (той. 13), 

и заключаемъ, что — 5 есть наименьшхй отрицательный вычетъ. 
Наименьшш положительный вычетъ равенъ 

— 5-1-13 = 8. 

Абсолютно малый вычетъ есть — 5. 

28. Проверимъ зд'Ьсь справедливость одного предложен1я,2)охл>йи>яеи.(,- 
относяп^агося къ знаку абсолютно малаго вычета; оно понадо-^'^° ''^'^^^'^. 
бится намъ впосл'6дств1И. При этомъ, понятно, будемъ предпо- 
лагать, что число не Д'Ьлится ни на модуль, ни на половину мо- 
дуля и, что оно положительно. 

Предложенхе состоитъ въ сл-Ьдующемъ. 

Если е изображаешь единш(,у^ взятую со знакомь абсолютно 
малаго вычета числа а по модулю й;, то 

7^ 2а 

е = (_1)^Т 

Въ самомъ д'Ьл'Ь, обозначая чрезъ ^ж г частное и остатокъ 
отъ д'Ьлешя л на Л, им'Ьемъ равенство 



откуда выводимъ 



а=^^к 



-^ = 2(2 -н 



к' 
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Если ^ <у* то г есть абсолютно малый вы четь числа а 
н следовательно е ^^ 1 . Съ другой стороны, посл^Ьднее равен- 
ство показываетъ, что ц^лая часть дроби у ]>авиа 2^^ всл1;д- 
ств1е чего им^емъ 



чЖх 



(_1)^Т = (_1)^^=1_,^ 



а это согласно съ предло)Еев1емъ. 

Ест же г > - , то абсолютно малый вычет!. числа а равенъ 
г — к^ и поэтому е^^ — 1, Тогда, иапнсавъ предыдущее равен- 
ство такъ: 

2а ^^ - 2г — к 



мы заы4чаемъ, что посл*дн1Й члеаъ во второй части представ- 
ляетъ правильную положительную дробь; всл'Ьдств1е чего заклю- 
чаемъ, что ц'Ьлая часть дроби у равна 2^-^^, Следовательно 

Это согласно съ предложен1емъ, которое такимъ образомъ 
вполне доказано. 

29. Изъ Т0Г05 что всякое число сравнимо по модулю Л съ 
однимъ только чнсломъ БЪ ряду о, 1, 2, . . л — 1, вытекаетъ 
возможность распределить все числа па классы такъ^ чтобы 
всякое число принадлежало къ одному только классу. Въ самомъ 
деле^ если согласимся за'гаслять къ одному классу все числа, 
имеющ1Я одйнъ и тотъ же наименьш1Й лоложительвый вычетъ, 
то тогда все числа, какъ полопштельныя такъ и отрицательный^ 
распределятся между А различными классами. Каждое изъ чв- 
селъ, принадлежащихъ къ какому либо классу, определяетъ со- 
бою все остальные числа того же класса, то естьдзпределяетъ 
собой самый классъ и потому можетъ служить его предста- 
вителемъ. Ибо числа^ прпнадлежанин къ одному классу, вей 
сравнимы мея;ду собой, равно и наоборптъ: два числа, сравгга- 
мыя межд^у собою принадлежатъ къ одному классу. 
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Взявъ отъ каждаго класса по одному какому нибудь числу, 
подучаемъ полную систему несравиимыхъ чиселъ^ или полную 
систему представителей классовъ 

а,, а^, ад,. . .а^, 

характеристическое свойство которой состоитъ въ томъ, что 
каждыя два числа, вх^дящ1я въ ея составь, несравнимы между 
собой по модулю к, Этотъ признакъ можно выразить въ другой 
Форм'6 такъ: всякое произвольно взятое число сравнимо по мо- 
дулю к съ однимъ, и только съ однимъ изъ чиселъ означенной 
полной системы. 

ПросгЬйшими полными системами несравиимыхъ чиселъ 
можно считать дв'Ь сл'Ьдующхя: 

О, 1, 2,. . .к—1 
и 

0,-1,-2,.. . — (Л-1). 

Вообще, к ц'Ьлыхъ чиселъ, идущ1я въ натуральномъ по- 
рядк*,. начиная съ произвольнаго а, 

а, а-»-1,а-ь2,. . .ач-к — 1, 

очевидно составляютъ полную систему несравиимыхъ чиселъ. 

Каждое изъ чиселъ полной системы можно увеличивать или 
уменьшать на произвольную кратность модуля; система не иере- 
стаетъ оставаться посл-Ь этого полной. 



§ III. Теорема Фериата. 

30. Начала, изложенвыя въ предыдущихъ параграФахъ, Лан^?* ^- 
даютъ возможность доказать одну изъ важнМшихъ теоремъ ^^^^^^'^'^^ '' 
въ теор1И чиселъ, высказанную въ первый разъ Ферматомъ. 
Мы считаемъ не лишнимъ привести зд'Ьсь два различныхъ ея 
доказательства; впосл'Ьдствш будемъ им'Ьть случай сообщить 
еще третье, независимое отъ предыдущихъ. 
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Чтобъ не повторяться, начаемъ прямо съ доказательства 
теореШ|1 бол^е общей ч*мъ теорема Фермата, которую потопу 
и назьхваютъ обобщенной теоремой Фермата; она прйнадлежл^гь 
Эйлеру. 

Теорема I. Если а число простое отиосительпо к^ то 

а^^*'=1 (тоа.4), 

Фь ^(к) изобратаегт число чжшъ простых^* съ к а < к. 

ОбозначЕвъ чрезъ (\^ а^^, . .а^ всЬ числа простыя съ к 
и <й^ такъ что ш=^9(й), составляема произведетя 

и соотв4тствующ1е имъ наименьпле положительные вычеты 

Им'Ьемъ рядъ оравпен1Й 



ни ^ ^ Ь , 



(щос1, Щ^ 



которыя перемножая почленно, получаемъ 

Вс* числа въ ряду 6^ й^, - — ^т Различны; ибо, допустивъ 
Ь. =:= йу, мы им'Ь.ш бы сравнеше 

щ^^аа^ (той. Л), 

которое 110 сокращен 1п на а даетъ 

а-^щ (шос1. к)^ 
что невозможно. 
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Сверхъ того очевидно, что каждое изъ чиселъ Ь^, &2?- • • 
содержится въ ряду чиселъ а^, а^, , . . ; ибо произведен1я аа^, 
<^2? • • •; будучи простыми относительно й;, ихъ вычеты суть 
также, простые относительно к. 

Сл'Ьдовательно рядъ чиселъ Ь^, Ьз?- • • составляетъ некото- 
рую перестановку чиселъ а^, а^, . . . , на основаши чего заклю- 
чаемъ 

Равенство это показываетъ, что об^ части сравнен1я (1) 
им'Ьютъ общш множитель, который очевидно простой относи- 
тельно к. (Сокращая на этотъ множитель, получаемъ 

«"^=1 (той. А;), 

или, зам'Ьчая что т = ср(А;), 

^ф(*)=1 (той. А;), 

что и следовало доказать. 

Представляя модуль въ вид'Ь произведетя изъ простыхъ 
множителей, посл'Ьднюю теорему можемъ выразить такъ: 

^Р1"^"^1>2"^"^ . . . (Р1-1) (Р2-1). . . = 1 (той. ^>,°^1^)/^ . . . ). 

Теорема Фермата относится къ случаю, когда модуль про- 
стой; она состоитъ въ сл'Ьдующемъ. 

Теорема 2. Если а не дгьлится па простое число р , то 
аР-^ = \ (той.р). 

Сл'Ьдствхе. Каково бы ни было число а, если число р про- 

ст^е, то 

а^^а {тоА.р). 

Это сравнеше очевидно въ томъ случа'Ь, когда а д'Ьлится 
на р ; если же а не дЬлится на р , оно выводится изъ предше- 
ствующаго сравнешя, умножешемъ об-Ьихъ частей на а. 
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Сл*дуеП| однако заметить здЬсь, что по содержаигю слЬд- 
ствхе вполгЬ равносольтю теорелИц ибо об^Ь части послЬдняга 
сравтютия можно сократить на а^ если только а не д-Ьлится на/?, ' 
и получается тогда теорема Фермата. • 

:{ус€^1-»|?^- ЗЬ Второе доказательстоо теоремы Фермата, Мнопя 
'лк^щН- форз,1удьг, алгебраичесюя им даже трансцендентнъ!я^ даютъ воз- 
мояспость выводить различный свойства ц-Ьлыхъ чиселъ. Про- 
стййшгй нрим'Ьръ въ атомъ род^ представляетъ биномъ Ньютона 

1 X* Л 



{а- 



Ь^, 



изъ котораго весьма легко вывести теорему Фермата. 

Д'УГствительно, предполоя^нвъ, что р число простое, мы за- 
м4чаемъ^ что вс4 коеФФИЦ1енты во второй части, за исключе- 
шемъ двухъ крайиихъ, делятся на 1^; поэтому можемъ написать 

(1) (а^б)Р = аР-нЬР (щосЬр), 

и сравнен1е .это йм'Ьетъ м-Ьсто при всякихъ дЬлыхъ числахъ а и Л. 

Внося въ обЬпхъ частяхъ Ь-§-с яя м-Ьсто й, получаемъ 

(а н- Ь -н с/ = г/ н- (й -•- с)^ (той. р) ; 
съ другой стороны им^емъ 



сл-Ьдовательпо 

Вообще, изъ (1) выводтгъ 



'Ь^ч-(^ (той.р). 



Ъ^- 



1^{той.р), 



щ± число чиселъ а^Ь^, . Л совершенно произвольно* Отсюда^ 
полагая сперва а = Ь^ . . , ^= г == 1 , и полагая затЬмъ^ что 
число такихъ единидъ равно произвольному числу а^ паходимъ 



а^^а (шо(.1, р). 



^пкКЛ. д-*>^И4>*А^и«ел^Н*' 



г 
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Предполагая, что а не делится на р и сокращая об'Ь части 
на а, получаемъ теорему Фермата ^, ;^ог.с.г4-^^/ ^ -^'^- ^^Г 

аР-'^ = 1 (той. р). 

32. Изъ теоремы Фермата легко вывести обобщенную тео- ^и>\^ ^лкс,. 
рему, которая въ начал'Ь параграфа была доказана независимо; ^^^^^^\ 
для этого стоить только принять во внимаше сл'Ьдующую лемму. 

Лемма. Если имгьетъ м7ьсто сравнете 

а^Ъ (той, 2)"), 

то имгьетъ лтсто и сравнете 

аР'^ = ЪР"' (тоА.р'^^% 

гдгь ш произвольное гтлое положительное число; число р предпо- 
лагается простымъ. 

ДМствительно, изъ сравнен1я, которое предполагается въ 
лемм*, вытекаетъ уравнен1е 

а=Ъ-\- (р^^ 

об'Ь части котораго возвышая въ р-ую степень, получаемъ 

аР==ЪР^^ЬР-^1р''чг-^^^ЬР^НУ''чг:, . . 

Каждый членъ во второй части, кром* перваго, делится 
на^?'*'*"^ поэтому им'Ьемъ сравнен1е 

аР = ЬР(тоа./^'). 

Принимая его за начальное и повторяя прежнхй прхемъ, 
получаемъ о о 

Продолжая дМствовать подобнымъ образомъ дал'Ье, полу- 
чаемъ рядъ сравнен1Й вида 

а^>^'^^6^>^(тос1.^)**-*-^), 
гд'й т= 1, 2, 3, ... сю. 
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Удостов^»рнвпгась въ справедлтгаости леммы, переходЕиъ къ 
выводу обобщенной теоремы Фермата. 

Если а число простое съ &, а это посл1даес, будучи 
разложено на простые множители, представляется въ видй 
р1^^ Ра^- - Р^*^^ то, основываясь на теоремЬ Фермата, мы мо- 
нсемъ написать такой рядъ сравнеши: 



^Ря^! ^ 1 (оюД, р^^}. 



Пр11м1Ьняя къ каждом^' лзъ нихъ предыд5тцую лемму, вьшо- 



димъ 



^1^^ ^Р1-1)=1 (шо[1.^?,"1), 



^Рш'"'^ *<^'н"^)=1 (той, //"«). 

т 

Воавышен1емъ об-Ьихъ частей каждаго изъ зтихъ сравнеши 
въ соотв'Ьтствующ1я сгепени получаемъ 

й'^**=1 (той,!?/*), 

а*Р^*»=1 (шосЬр^"»). 
Отсюда заключаемъ 

а^** = 1 (тойЛ)\ 
что и сл^&довало доказать. 
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Примтьръ 1. Поварить теорему Фермата въ случа* р = 13, 
а =10. 

Такъ какъ 10^ — 3 (той. 13), то следовательно 10^^^ 
( — зу2=3^2 (той. 13). Дал^е, находимъ 3^ = — 4 (той. 13); 
следовательно 3^^^( — 4)® ^4* (той. 13). Продолжая дал*е, 
находимъ 4^^3 (той. 13); следовательно 4^^ 3^^ 27^1 У^^|(^^^^^.(5^ 
(той. 13). Сличая между собою полученный сравненхя, заклю* 1о'^^и>'*^^'^}/ 
чаемъ 10^2= 1 (той. 13). 

Примтьръ 3. Поверить теорему Эйлера въ случае А;= 100, 
а = 63. 

Имеемъ 9(100) = ср(4) 9(25) = 40. Такъ какъ 63^= 3969, 
то 63^ = — 31, и 63^ = ЗР (той. 100). Возвышая 31 въ 
квадратъ , находимъ 3 Р = 9 6 1 ; следовательно 3 1 ^ ^ — 39 
(той. 100); отсюда 31^^39^^. Вычисляя далее, находимъ 
39^.= 1521; следовательно 39^^21 (той. 100); отсюда 
39^*^^ 21^. Далее, находимъ 2 Р= 441; следовательно 21 ^^ 41 ^^ н^/%./^г 
(той. 100); отсюда 21*^ 4Р. Возвышая 41 въ квадратъ, по-^сл** ани(кп к 
лучаемъ 1681; следовательно 41^^81 (той. 100). Сличая ^ о=о1(пт.«^ 
предыдущ1Я сравнешя, находимъ 63*^^21.81 (той. 100); ^ сс=ис^*^ 
но 21.81 = 1701; следовательно 63*^= 1 (той. 100). 



§ IV. Сд^^дств1я изъ теорени Фериата. 

33. Теорема. Если р число простое и нечетиовГ^ а аЪе дгь-щ'^с^ слпс 

р — \ Ю'^^кС ^1^^^ тсс- 

лится на р^ то степень а~2~ сравнима по модулю р съ однимъ ^^г ^Х^^' 
изъ чиселъ =!= 1 . Ле^^лV^ ^ ^1 

действительно, сравненхе 

аР-^_1=0(той.2>) 
можйо написать такъ: 

(а 2 _1) (а 2 -н1) = (той.^>), 
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а это тогда только возмо^кно, когда им^^еч'ъ м^Ьсто одно изъ 
двухъ сравнеьпй 

а ^ ^ — 1 (тоЛ.рУ 

Одновременно оба эти срав11ен1я не могутъ им^ть жкаш 

потому, что тогда мы им'Ь.щ бы 1^- — 1 (шоД.р), или 2^0 

(шог1, р) ; между т^мъ по предположенхю 2 не делится на р. 

По црим'Ьру Лежандра принято обозначать симводомъ ( — \ 

^ що е*^* ~]го изъ чиселъ "1- 1 , — 1 , которое сравнимо по модулю р ео сте- 

^л5^^^^4^1'^пенью а ^ . Значенхе этого символа представляетъ Функцхю чи- 
^ ^селъ а и^р, вричемъ^ должно быть простымъ и не равнымъ 2^ 
а а не должно д^^шться на р» 

Вычислете символа Лежандра приводится всегда къ онре- 
д'Ьлешю знака, ибо числовая его величина равна 1. 

Въ посл'Ьдующихъ главахъ увидимъ, какую роль въ теор1и 
чиселъ играетъ означенный символъ^ и какими обладаегъ онъ 
свойствалга. 

Если число р не велико, значен1е (—\ мол;етъ быть опред'Ь- 
лено непосредственно безъ особыхъ затруднен1Й. 

Примтръ 1, Определить значен1Я ^|-1 для а= 1^ 2. 

Находимъ 



1 2 ^1, 2V = 2 = — 1 (той, 3); 



сл'Ьдовательно 



(т)=ь (!)=-'• 






Пргшгъръ 2, Опред-Ьлить значенш (^\ для а= 1^ 2, 3, 4. 
Находимъ 

13=1; 2^ = 4 = — 1 (шоа. 5); 3^^ — 1 (той, 5); 



,^1а|>1и.г).^^ 



4^ = 1 (шоа, 5); 
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следовательно 

(1)=1, (|) = -1, (1) = -, (1)=,. 

Примгьръ 3. Опред'Ьлитьзначешя/у) для а = 1, 2, 3, 4, 5, 6. 
Находимъ 

1-^=1, 2^=1, 3'^ = — 1, 4-^=1, 5^ = — 1, 6^ = — 1 

(той. 7); 
сл'Ьдовательно 

(±)=1,(1)=.,(1)=-1.(±)=.,(1) = -1, 



щ- 



1. 



34. Выведемъ еще н'Ьсколько предложенш, легко получае-ШГб<?|'^^\и1 
мыхъ изъ теоремы Фермата. Впосл'Ьдствхи они будутъ вновь -^*^^-^^^'^^' 
получены, помощью бол-Ье спецхальныхъ прхемовъ, въ связи съ 
другими вопросами; гЬмъ не мен'Ье мы желаемъ остановиться 
на нихъ зд'Ьсь, чтобъ взглянуть на предметъ съ точки зр'Ьнхя 
бол4е обычной, по преимуществу алгебраической, пользуясь Фор- 
мулой бинома Ньютона, какъ вспомогательнымъ средствомъ. 

Теорема 1. Еслир число простое ^ а т дгьлишся нар — 1, то ь-иссг^о. 
^=1"'-|-2"'-1-3'"н-. . .н-(^)— 1)"*^— 1 (той. 2)); то он.кс^,г-.«,..,л 
если же т не дгьлишся на р — 1, то ^,.лг\^лл^оы^^Vп, 

Ь^ Г н- 2"» -н 3"* -н . . . -«- (р — 1Г = О (той. р). Бсл., ,1 . ^ . . 

], При нечетномъ т теорема очевидна, ибо тогда сумма чле- ^^ ^^ ., .' ц 
новъ равно удаленныхъ отъ концевъ въ первой части сравнешя г«,^, г'и (ь 1 " 
Делится нар. 1^и-[. • . 

X. Переходя къ доказательству теоремы при четномъ ш, мы 
положимъ сначала, что т д'Ьлится на » — 1, Ь^^^^ '^^^ V |' \''' 

Ш = {р 1)С, -ь1-^\>^гг-с,,. ,г,- 
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По теорем-Ь Фермата им'Ьемъ рядъ сравнен1Й 
Х'^'^! (той. 2)), 
2''-'=1 (шой'^)), 

^ • • • 

(2,_1)Р-« = 1 (той. 2?). 

Возвышая об-Ё части каждаго изъ этихъ сравнешй въ сте- 
пень т, получаемъ 

1"^=1 (той.р), 

• г. 

(^_ 1)^=1 (той. 2>); 
отсюда, складывая почленно, находимъ 

1^_#_2^-*-. . .-н(р— 1)^=2?— 1 (тоА.р) 
или, проще, 

1^_н2*^н-. . .-ь(2)— 1)^^—1 (то^.р). 

3. Остается доказать справедливость теоремы во второмъ слу- 
ча'6, когда т не Д'Ьлится на ^> — 1. 
Положивъ для сокращен1я 

мы зам'Ьчаемъ, что при доказательств* можно ограничиться 
предположешемъ ш<ар — 1; ибо въ противномъ случае, по- 
лагая 

ш = {р — 1){~^т\ 
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гд-Ь т есть остатокъ отъ д'Ьленхя т на |> — 1 и потому 
О < 7м^ <2) — 1, им'бемъ 

откуда, складывая, получаемъ 

5 ^5 ' (той. 2?). тио н**.г*о>л^^о ^^г^^ь 5 ^-1 (п11»я./0. 

Принимая это во вниманхе, переходимъ къ тожественному 
уравнешю ' 

и приравниваемъ последовательно ж=1, 2,. . .^) — 1; полу- 
чаемъ 

2^—1 



т т(т — 1) 



+- 



1 - 1,2 
ш ш суШ — 1 т(уп — 1) ^ш — 2 



1, 



ОЯ» пТП I» л 



1.2 



1, 



Отсюда, складывая почленно, находнмъ 



^ -^ 1 ^т — 1 



т{^ — 1) 



-». 



1 . 2 *п— 2 

ИЛИ, перенося ^б^, въ первую часть, 

^т— 1 т ч т ^ , т(т — - 1) , 



^,(р--_1) = ^5^_.- 



!^_ 



■^о> 



■т^.- 



1.2 »« — * ' * 

Д'блая въ этой Формул-Ь последовательно т = 2, 3, 4, . . .'р—\ , 
получаемъ рядъ сравнешй: 

25,^0, 



(1>-1)^^.-*- ^~1?~'^ ^р-з-*------(г>-1)^х^0 



О 

3 
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&р,^'»>*н4|- изъ которыхъ поочередно выводамъ 
1Г^*^, ^1^^^ -^2 = 0, 5, = о, . . . «р_,= о (шо(1. р), 

** '***"!' ■ Такъ теорема наш<а доказана вполп'Ь. 

Теорема 2. Изображая соотвитствсино чрезъ 1}^ ,(/.,..■ (1р^ 
сумму осевозможнглт щюизведвнЫ изъ чш^елъ 1, 2,. . ,р — 1 
т одному, т два, по три и т. д., импемърядъ такихъ сратенгй: 

Доказательство. Разсматривая я какъ иереы^Ьнную, нм^смь 
тожество 
(я;_1)(ж-2). . .{:х-р-^\) = х^-'—(1у-^~^й^х^~'—^ ■ 

въ которомъ полагасиъ посл'Ьдователыш ж=1, 2, 3,. . .р — 1; 
получаемъ 

^Р-_д^.2Р-^-н5,.2''-^'-.Ь-2^-^-ь. . .=Ьг/р_, = 0, 



Перенося въ этихъ уравнен1яхъ первые ялены въ 11е1)Вой 
части во вторую часть и прнлЛняя къ нимъ теорему Фермата, 
получаемъ сравыешя 
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Обозначая теперь чрезъ т любое изъ чиселъ 1,2,3,...2)--1, 
умножаемъ об'Ь части каждаго изъ посл'Ьднихъ сравненш соот- 
ветственно на 1, 2"", 3"^,. , .{р — 1)"^, и загЬмъ складываемъ 
ихъ почленно; получаемъ о^«^к*хиК 5^=\\^^....+ (|1-») 

г^^^, ^«А ^г/^« 7^ел/е лп($И чи]'н ссгш {^//^^4^/'*^^/п-/ ' с^ч-а'нЬ^^' (»1^е»^1 

На основанш вышедоказанной теоремы зам-Ьчаемь, что всЬ с^.-пт^^^ьб: 
суммы въ пфвои части послъдняго сравненш, за исключеншмъ 
одной, именнавр__^, делятся на|); поэтому можемъ написать ^, 

и п.^ои^^ (— 1 Г~' (1^ 8 = 5^ (той. р\ 



Но, по той же теорем*, на которую только что ссылались, 






им-Ьемъ 5 ^ — 1 (той. р); сл^&довательно 

ИЛИ 

^т — \— 1) *т (той. 2?), \ Ьоз-^гхи^Т^ (са^.пУвс^/. У$} 

Д'блая въ этомъ сравненш поочередно т=1,2,3,...^ — 1, 
получаемъ 

«1 = 0, 22^0.- • •2р_2=0' 2р-1=— 1 (той.!?), 

что и следовало доказать. 

Въ ряду сравненш по последней теорем*, особеннаго вни- 
ман1я заслуживаетъ 

2р-1=— 1 (той.!?), 
по которому им*емъ 
(1) 1. 2. 3. . .(р— 1)-1-1 = 0(той.^}). г^ЗЬ"С^,'.ь.си\^. 

Весьма замечательно въ этомъ сравненш то, что оно имеетъ 
м'Ьсто только тогда, когда р число _простое^; при сложномъ 
^) = д2', произведеше 1. 2. 3. . .{у — 1) очевидно Д'Ьлится на д 



0|д|!12ес^ Ьу Сл00^1С 



— 88 — 

и сравнен1е приводить къ невозмощному, именно, что 1 де- 
лится на ^. 

Характеристическое свойство простыхъ чиселъ, выражае- 
мое сравнен1емъ (1), извЬспш въ а,п^ебр'Ь лодъ назвашемъ тео- 
ремы Вильсона; оно могло бы сл ужить к ритер!) момъ д ля уэна- 
ващянростыхъ таселъ^ еслибъ не вс11)1ча10сь затруд!ген]й отъ 
большаго числа нешб^шныхъ дМств1Й. - 

С1'6дств10 1* Шли р число простое^ то гш^ьетъ м^ьсто 

тожество 

(^—1){х—2){х—3). . .{т—рч-1) = 31?-'—1^р^{х), 
гдт ^(х) изображаешь г^1ьлуш футцт сг гтлыми коеффицген- 

На самомъ д^хЬ, внося во втор5то часть тожества 
(,у_1){я;_2)(^— 3). , .(о;— ^^-ь1)=#^^ — (г,^-' 

на м'Ьсто чисачъ з^ ? 5^ з - • * ^^^ выражен1я по Формуламъ 

гд'Ь й^ , «3 5 . * . а суть д'Ьлыя числа^ и называя для сокращен!» 

получаемъ требуемое равенство. 

Сл'Ьдствге 2- Еслир число простое нечттое^ то гшгьстъ 
мтто тожество 

гдгъ ^^{х) шображаетъ функшю гтлую съ 'шьлыми теффгщген- 
тами. 
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ДМствительно, перемножая почленно рядъ тожествъ 

(ж — 1){х — р-*-1) = х^ — 1 — р(х — 1), 
{х—2){х—рч-2) = я?—2^—р(х — 2), 

{—'-^){—ч^)=-'-М-р{''-'-^)' 

получаемъ 

{х—1){х — 2)(х—3)...{х—р'+-1) 

гд-Ь 9 (а?) изображаетъ для сокращен1я некоторую ц'Ьлую Функ- 
Ц1Ю съ целыми коеФФицхентами. 

Внося на м'Ьсто первой части въ посл^днемъ тожеств'1 соот- 
в'Ьтствующее выражеше по предыдущей Формул*, получаемъ 

Отсюда видно, что разность /*(г») — (р{х) содержитъ только 
члены съ четными показателями; всл'Ьдствхе этого можемъ для 
сокращен1я написать 

т — ф) = Гг{х'), 

изображая при этомъ чрезъ /*^(а;) некоторую ц'Ьлую Функщю съ 
д'Ьлыми коеФФИщентами. Наше равенство представляется въвид'Ь 

{х'—1'){х^—2^). . .(л;'— (^)') = а^""'— 1-»-|?/;(л;2), 

Подставляя зд'Ьсь въ об-Ьихъ частяхъ х на м'Ьсто ж^, полу- 
чаемъ 

(2) {х—Р)(х—2'). . .(х — (^)') = х^—1^рах). 
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Сл'Ьдствхс 3. Если р число простое нтепшое^ то ироиз&с^ 
1. 2. 3 . . -^^-2") ^Ш0шшо по модулю р Со{ — 1) ^ . 

Предложен!© это выводится изъ (2), дЬлш! ж^=0. Ово очв-^ 
видно равиосилыю тсорсм'Ь Вильсова. 

Итакъ, соотв-Ьтственно тому, будетъ ли число р Формы] 
4пн- 1 или 4п-1- 3, будегь имЬть мЬсто одно изъ двухъ: 

(3) . • . (ь 2. 3_ .^-^^у = — 1 {ишА.р) 

или 

(4). (к 2. 3. , .^~^У=1 (1цоа,1>). 

Сл'Ьдств!© 4. Если р число простое вида 4п-ь 3, то про-1 
изведете К 2. 3. . -^^-^ сратгшо сь одними им чиселъ ± 1,| 
и наоборотъ. 

Это обиаруживаится пегшсредственмо, если сравиеше 14)1 
написать въ другомъ вндЬ, именно ; 

[1, 2. 3. . -^—1] [Ь 2. 3. . .^^1] = (той,р).\ 

Не мен-Ье ясно и то^ что произведенге Ь 2. 3 * . ^^-^ не мо-| 
жетъ быть сравнимо ни съ — 1 ни съ -*- 1 , если р есть вид&] 
4ин- 1; на это прямо указываетъ срависЕие (3). 

Испытывая поочередно различЕшш нростыя числа, получаемъ^ 
сл4;у^^ющую таблицу для абсолютно малыхъ вычотовъ г произве- 



Ы 1. 2. 3. . 


р~1 
• 2 • 


Р = 4п^1, 


Г 


5 


2 


13 


5 


17 


—4 


29 
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37 
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41 
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р = 4пч-В, 
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31 
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р = 4я-*-1, 


г 


53 


23 


61 


И 


73 


27 


89 


34 


97 


22 


101 


— 10 


.1(3. . . . . 




/зГ 





43 
47 
59 
67 
71 
79 
83 



35. СЪ помощью одного ИЗЪ ПреДЫДуЩИХЪ СраВНеНШ легко ^сзичое: '^V^' - 

доказать знаменитую теорему Фермата, относящуюся къ про- -^а, Чп^-1 [оаъла 



стымъ числамъ вида 4п • 
дующей леммы. 



1. Но начнемъ съ доказательства ел*- 






Лемма. Всякгй дгьлитель суммы двухъ взаимно простыосъ 
квадратовъ самъ разлагается на сумму двухъ квадратовъ. 
На основанш изв-Ьстнаго тожества 

(а^-ьб^) (с^-^(Р)=={ас-^Ъа)^-^-(аа — ЪсУ 0^5Ж+О=^^^^^'' 

мы зак^гючаемъ, что произведенхе какого угодно числа ц'Ьлыхъ 
множителей, изъ коихъ каждый есть сумма двухъ квадратовъ, 
разлагается на сумму двухъ квадратовъ. Следовательно при до- 
казательств* леммы мы въ прав^ ограничиться предположетемъ, 
что разсматриваемый делитель цростой. "^Можно предположить 
еще, что онъ > 2, ибо число 2 есть очевидно сумма двухъ ква- 
дратовъ Р-*- Р. 

Пусть 2? означаетъ простой нечетный делитель суммы а^-^- 6^, 
при чемъ числа а и Ь относительно простыя. Бъ уравненш 






рс-с^, 



(1) 



а^-^Ъ^=р^ 



следуетъ предполагать 2 > 1 > ибо при ^=1 справедливость 
леммы очевидна. 

Мы покажемъ, что съ помощью равенства (1) можно соста- 
вить другое равенство &'\-'д?=^р(1 такого же вида какъ (1), 



От,0 Д40 



^*Ц4Ц4 ^^хг <^с<^1^ 



..с 
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по въ которимъ коеФФИЦ!ел1'ъ ^ будетъ меньше ^. Уменьшая 
такимъ образомъ нослЬдовательЕЮ коеа>ФИЦ1ег111> во второй чжтв^ 
мы, очевидно, дойдемъ до такого равенства, въ которомъ этотъ 
коеФФИцгентъ будетъ равенъ 1 , ш сл'Ьдователыю лемма будетъ 

доказана^ теп*.* ^л^о^ |^о^ссч>»*<^т^^ |г*с1.4*^[сАН^й*^» н^а,. е^^ лл^^й^^т «"^^1 

Ь Допустивъ сперва, что въ (1) одно изъ чиссгь а и 6 или оба 
больше |-. Въ такомъ случа-б составляемъ абсолютно малька вы- 
четы чисслъ а и & но модулю р, Обозначивъ ихъ чнсловыя вели^ 
чины чрезъ а' и Ь\ им-Ьемъ 

а^^^а (шой, р)у Ь^^±Ъ (той, р). 

Возвышая об'Ь части каждаго взъ этижъ сравионш въ ква- 
дратъ и загЬмъ складывая ижъ почленно, гюлучаемъ 



а^ -ь Ь"^ ^ а^ -+- й^ (той. р) ; 



отсюда заключаемъ 



{1^ ч- &'* ^ О (той, р) , 



всл'Ьдствге чего можно написать 

(2). , . • а'^ч^^Ъ''^р^\ 

Зд4сь ^ <^; ибо по предполонсенш но крайней м4р^Ь одни 
нзъ чиселъ а, Ь больше своего абсолютно малаги вычета, что 
приводить къ неравенству о^-ьЬ^>о'^-1-Ь'^5'^^или Ш>ш\ 
а это по сокращегаи на р даетъ д > д'^ 

Легко также убЬдиться, что ^ не равно нулю, Въ против- 
номъ случа-Ь мы имЬли бы я =й'^0, а это приводить къ 
сравнен1ямъ 

а^О, 6^ О (той, ^), 

что невозможно, ибо а и Ь относительно простыл. 



^^ т^-г^ ^гг? . чД. ; 



О. гг\4ь^^"Ч. О. - 



■Х-; 



ч. 4г^'т^'" Д^* 1>^ пв»»»м»^ г'^»'^'* 



,.(а'-а'^_-и:рн^ 



1е5-с^1^-*'" 



г^'ЬЬ^ы 
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Изображая чрезъ X обпцй наибольшш делитель чиселъ а! и Ь', 
мы зам'Ьчаемъ, что X не делится на 2?; ибо допустивъ противное, 
мы им'Ьли бы сравнешя а'^ Ь'^ О (той. ^р), откуда вытекаетъ 

а ^6^ О (той. 2?), 
что невозможно. 

• Вторая часть равенства (2) делится на Х^, а такъ какъ X и 2? 

относительно простыя, то следовательно <( д-Ьлится на X^. Полагая 

вносимъ эти выражешя въ (2), и загЬмъ сокращаемъ об-Ь части 
на Х^; получаемъ 

(3) а'^-нГ^=2?2". 

Въ равенств* этомъ с1' и Ь" относительно простыя, что ^- 
сается коеФФИщента 4\ то 

Следовательно въ разсматриваемомъ случае, когда въ (1) 
одно изъ чиселъ а, Ъ или оба >-|^, возможность понижешя 
коеФФИцхента ^ доказана. 

2». Переходимъ ко второму случаю, когда оба числа а и Ь меньше 
^. Прежде всего отм-Ьтимъ неравенство 



или 



М< 



откуда получаемъ 

(4) ; 2<|. 

Обозначая чрезъ а^ и \ абсолютно малые вычеты чиселъ 
а и 6, составленные по модулю д^ им'Ьемъ 

а^^а^^ Ъ ^ йд (шой, д), 

0|д|!12ес^ Ьу Сл00^1С 
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Отсюда выводимъ 



«/ 



Ь;^=агч-Ь^~(} (111(х1^), 



всл'йдств1е чего можно написать 



(5) 



а,^ч-Ъ,^ = 



Ш 



1 7 



при чемъ имЬемъ 
откуда, заключает. 

(6) 



??1^ 



^1*^1! ^С ^,41-^>4Ъ 



3] = 2 ■ 



Съ другой стороны, коеФФищентъ ^^ (ш равенъ нулю. Ибо 
допустивъ ^1 = мы имЬлн бы уравнен1е й^^-ьй;^ = Оу откуда 
вытекаетъ 

а это приводить къ сравнешю 

а^Ъ^О (тосЬг^), 
что невозможно. 

Принимая къ св'Ьд^нш вышескалаиное^ неремножасмъ те- 
перь почленно равенства (1) и (5); полз^чаемъ 



или 



Такъ какъ а^^а ж Ь^^Ь (гаос!, }), то с.!гЬдовате^ьно 

аа^ -ь Ц ^ г(^ -I- й^^ ^ О (шод, ц), ыТш Л С*'^ р^- 
а^^ — Й1& ^ О (п1ос1. ^)^ 

и поэтому можно написать 
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Вносимъ эти выражен1я въ первую часть предыдущаго ра- 
венства и зат'Ьмъ сокращаемъ об'Ь части на ф\ получаемъ 

(7) &-^й^=Пу 

' Изображая чрезъ {л. общ1Й наибольшш д'Ьлитель чиселъ с и (2, 
мы замйчаемь, что [х не дЬлится на 'р. Ибо допустивъ противное 
мы им'Ьли бы два сравнешя 

с^с^^О (той. 2?), 

который приводятъ къ такимъ: 



\ (той. ;р). 

1 — «хЬ^О) 



аа 

аЬ. — аЛ ^ 



Умножая об-Ь части перваго изъ нихъ на а^, втораго на Ь^, 
и загЬмъ складывая, получаемъ 

а(а^^ -ь \^) ^ О (той. р). 

Но а есть число простое съ р; поэтому посл^Ьднее сравненхе 
можно сократить на а, поел* чего получаемъ 

^1^ -+- 61^ ^ О (той. р) 5 
или 

^^,= О {той. р), 

сравнеше невозможное; ибо д^ < у, а д^^, будучи < -|, гЬмъ са- 
мымъ < ^. 

Итакъ, числа V' и р относительно простыя. Отсюда сл^дуетъ, 
если принять во вниманхе (7), что д^ д'Ьлится на \»?, Полагая 

изъ (7) выводимъ 

(8).. ...с''чг-а''=р2\. 
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Если [х = 1 , последнее равенство не отличается тогда отъ (7). 
Во всякомъ случа* ивгЬемъ 

При этомъ числа с л д! относительно простыл; следовательно 
равенство (8) удовлетворяетъ требуемымъ услов1ямъ, и такимъ 
образомъ лемма доказана вполн'Ь.^ 

Съ ея помощью доказывается очень просто вышеупомянутая 
теорема Фермата, которая состоитъ въ сл^дуюп^емъ. 

Теорема. Всякое простое чтло вида 4п-1-1 разлагается 
на сумму двухъ квадратоеъ. 

Д'Ьйствительно, сравненхе (3) предыдущаго номера показы- 
ваетъ, что простое число р вида 4п -+- 1 есть д'Ьлитель суммы 
двухъ квадратовъ 



(,.2.з...г=')'-.1, 



отсюда, на основати предыдущей леммы, заключаемъ, что р 

разлагается на сумму двухъ квадратовъ. 
11с1сс оо^^^с^ 36. Въ заключеше настоящаго параграфа мы укажемъ на 

^^.V^^Г^6'\^А^^^^^У Формулу, хорошо изв'Ьстную ВЪ анализ*, съ помощью кото- 
сгцл.' рой теорему Вильсона выводимъ почти непосредственно, но 

все-таки принимая теорему Фермата за известную. 
Подставляя въ об^ихъ частяхъ тожества 

^я? -ь 1 на м'Ьсто х и изъ полученнаго такимъ образомъ новаго 
тожества вычитая почленно предыдущее, получаемъ 

{х-^2У—2{х-^1Т-^х'' = п{п—1)х*'^^-ь-р,х''-''-^. , . , 

гд* Р1,р^^. . . изображаютъ ц^лые коеФФИщенты, выражешя 
которыхъ н'Ьтъ надобности составлять. 
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Подставляя въ об'Ьихъ частяхъ посл'Ьдня;го тожества о; -н 1 
на м'Ьсто х^ и изъ полученнаго такимъ образомъ тожества вы- 
читая предыдущее, находимъ 

(ж-ь 3)**— 3(ж-1- г)"*-!- 3(ж-1- 1)"* — л?"* 
Поел* повторен1я (т — 1) разъ подобной операцш, находимъ 

/ \п ш / ■1\п 'т{т — 1) / ^^п 

(ж-ьт) — -^{х-^т — 1) -ь ^^ ^ ^ (х-л-т — 2) — . . . 
-|-(— 1Г(Г*^ = п(п — 1)(п— 2). . .(м — т-1-1)л;**~*^ 

гд'Ь а, . , . изображаютъ Ц'Ьлые коеФФищенты. 

Для насъ особенно важенъ частный случай, когда т = п; 
тогда им'Ьемъ 

(^^пГ_^(,;^п-1Г-^^^(а;-1-^-2Г-|-... ^^ 

-ь(_1)^^г?^=1. 2. 3. . .^. 

Это именно и есть та Формула, на которую мы желали ука- 
зать. Д'Ьлая въ ней а? = 0, п^='р — 1, получаемъ 

-ь(—1)^-^^ 1^-^=1. 2. 3. . .(2) — 1). 

Допустивъ теперь, что число 'р есть простое, и принимая во 
внимаше теорему Фермата, им'Ьемъ ^ '^1='7; 

[р-ХГ-^^Х^ (^,_2)1^-^^1, (1,-3)1^^^1,. . . 

1^"'=1 (той.2>), 

всл^&дствхе чего последнее равенство приводить къ сравнеяхю 

1. 2.3...(2)-1)=1-^-н(^14у^---- 
— ^^(то(^.^р). 

п. 7 
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По изв-Ьстному свойству коеФФИщентовъ въ бином* Нью- 
тона вторая часть посл'Ьдняго сравнешя равна — 1 ; следова- 
тельно 

1. 2, 3. . .{р — 1) = — 1 (той.р), 

что и требовалось показать. 

§ V. Р1^шен1е сравнен1Й первой степени. 

Шид^йигаила- 37. Въ теорш чиселъ разсматриваются сравнешя вида 
(1) Лх^'-^А^х''^'-^. . .-ьЛ„_,ж-н^^=0 (тоа.й;), 



^г — 1 



гд'Ь л, А^^. . , каше нибудь ц^лые коеФФИцхенты, х неизв-Ьст- 
ное ц^лое число. 

Если коеФФИЦ1енты А^А^^А^,. . . соотв1Ьтственно сравнимы 
по модулю к съ числами А\ А\^ А'^^ . . . , те сравнен1е 

(2) Ах"" -н А'.х''-'-^ ...-+- А'^_^х -н ^; = О (той. к) 

равносильно сравненш (1), то есть, всякое число х^ удовлетво- 
ряющее одному изъ сравненш (1) или (2) будетъ удовлетворять 
и остальному. Поэтому сравненхя (1) и (2) не сл^дуетъ считать 
за различный, и всегда можно предполагать, что въ данномъ 
сравнен1И всЬ коеффицхенты положительны и меньше модуля 
или, что числовыя ихъ величины не превышаютъ половины 
модуля. 

Степень с равнешя определяется наивысшею степенью неиз- 
в^стнаго х^ у которой коеффицхентъ не д'Ьлится на модуль ; такъ, 
наприм'Ьръ, степень сравнешя 

14^г;7 — 7x^—2x^-^3 = (той. 7) 
есть 2. 

Если число х = а удовлетворяетъ сравнешю (1), то и всЬ 
числа, сравнимый съ а по модулю й, также будутъ удовлетво- 
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рять тому же сравнен1Ю. Так1я р'Ьшенхя не считаются за различ- 
ныя; напротияъ, два числа, удовлетворяюиця сравненхю (1), но 
не сравнимый между собою по модулю Тс^ считаются за различ- 
ный р'Ьшешя, Отсюда вытекаетъ, что число р'Ьшенш какого 
угодно сравнешя равняется числу чиселъ въ ряду 

О, 1, 2,. . .й—2, ^— 1, 

удовлетворяющихъ ему. ^.«. к.е Г«>А^,1.е. к". 
Наприм'Ьръ, сравнеше 

л;^-+-жв-|-2ж^—Зж* — 4ж^-ь 2^2-+- 3^1^-1-2 = (той. 11) 

им-Ьеть всего три рйшешя, именно: 

^г= 3, 8, 10 (той. 11), 

или, что одно и то же, 

ж=3, —3, —1 (той. 11). 

Р'Ьшешя сравнен1я называютъ также его корнями. 

Сравнеше называется тожесшвеннымъ^ когда всЬ коеФФИ- 
щенты его Д'Ьлятся на модуль; тогда всякое ц'Ьлое число удовле- 
творяетъ сравненш. Однако нельзя утверждать обратно: по тео- 
рем* Фермата сравненш 

(хР — ж^О(той.|?), 

при_р простомъ, удовлетворяетъ всякое ц'Ьлое число, между гЬмъ 
оно не есть тожество. 

38. Переходя къ сравнешямъ первой степени, начнемъ егьА^^^У^^)^\(-'^ 
доказательства следующей основной теоремы. пхе.с]^( »- ^ ( * 

Теорема. Если числа а и к относительно простыя, то 

сравнеше 

ах^Ъ (той. к) 

алиьешъ одно и только одно ртиенге. 

7* 
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Н-бтъ никакога труда доказать напередъ невозможность 
су1де€твован1Я двухъ р*шен1Й, На самомъ дйл*, допустимъ, что 
два числа т^ и щ удовлетворяштъ означенному сравненш; им^&емъ 



I (шод. й), 



откуда оочэедствомъ вычитан1я выводвмъ 

а{х^ — х^) ^ О (той. й), 

06^ части этого сравнешя можно сократвть на а^ поел* 
чего пол}^чаемъ 

х^ — щ^О (шод. й), 

а?2 ^ х^ (той. к). 

Это показываетъ, что р'Ьшеше х^ не отличается отъ а?^. 
Итакъ, намъ остается доказать существовате одного р'Ьше- 
шя. Это делается легко на разные способы. 

Первое доказательство, Составляемъ пронзведен1Я 

О, а, 2а, Ва^ . , .(к — 1)а 

и называемъ соотв'1тствующ1е имъ наименьшхе положительные 
вычеты чрезъ 

Вс4 числа въ посл^днемъ ряду различны. Действительно, 
если допустЕМЪ, что г^ ^^ г- при разлпчныхъ зеачкахъ « и^, то 
получаемъ сравненге 

га^За (той» А), 

которое по сокращенш на а приводится къ такому: 

г^ — У ^ О (той. &), 

а это невозможно, ибо оба числа * и ^ меньше 1с, 
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Отсюда сл'Ьдуетъ, что рядъ (1) представляетъ некоторое 
перелгЬщеше чиселъ 0,1,2,...й — 1,и потому между числами 
(1) находится одно и только одно, которое сравнимо съ Ъ по мо- 
дулю к. Пусть это число есть г^; им-Ьемь 

Ъ^г^ (той. Л), 

аа^г^ (той. й), 
откуда выводимъ 

аа^Ъ (той. 1с). 

Число а удовлетворяетъ данному сравнешю. 

Второе доказательство. Такъ какъ по предположешю об- 
пцй наибольшш д'Ёлитель чиселъ анк равенъ 1 , то можно найти 
два ц-Ьлыхъ числа и л V удовлетворяющихъ уравнешю 

аи-^кV=1. 

Это было доказано въ начал* первой главы, с^ ^> 3 с^^^. V. 

Умножая об* части посл'Ьдняго равенства на Ь, получаемъ 

аЬи-^кЬV^=Ъ^ 

отсюда вытекаетъ сравнен1е 

аЬи^Ъ (той. Л), 

которое показываетъ, что Ъи удовлетворяетъ данному сравнешю. 

Третье доказательство. По теорем'Ь Эйлера им-Ьемъ с.и.с.> ^з. > 

а^*>=1 (той.й). 
Отсюда, умножая об* части на Ь, получаемъ 

Ьа^*>=Ь (той. Л). 
Всл'Ьдствхе этого сравнете 

ах^Ъ (той. к) 
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оказывается равЁОсильньшъ сравненш 

ах = Ьй^^^*> (гаой, А), 
а это посл'бдвее по сокращети на а приводится къ такому 

X = Ьо.^^*^-^ (гаоД. к), 

которому очевидно удовлетворяетъ всякое число, сравнимое но 
модулю й; съ произведен1емъ 



- л*^и^лч*>к*и 39, Покажемъ тенерЬз какъ ооред-Ьляются р^;шешя сравяеп1я 
..,.^п€^^.*^ (1) . , ах^Ь {той, к) 

въ томъ случа'Ь, когда общш наибольшгй д'Ьлитель Л чиселъ а и к 
больше 1. 

Есш Ъ не Д'Ьлится на й, сравнея1е не им-Ьетъ вовсе р^1шен1Й^ 
ибо но свойству сравнимы хъ чиселъ всякШ общш делитель чи- 
селъ а ш к должееъ дЬшть Ь, 

Донустимъ^ что Ь делится на Л. Въ такомъ сл;^а4 мы мо- 
жемъ сравяенге (1) зам'Ьнить сл^Ьдующим'^^ равноси,11ьнъшъ е&г}-; 



№ 



^»: = |(тоа.|), 



которое подходить подъ случай, разобранный въ предыдущемъ 
номере; ибо числа -^ и ^ 0'П1осите.тьио простыя. 

Изображая чрезъ а число, удовлетворяющее (2), им'Ьемъ 
ФОрм}^лу 



(3). 



х = а-^^{, 



которая даетъ всЬ числа, удовдетворяющ1я сравненш (1); при 
этомъ перем'Ьнное ( принимаетъ всяк1я Ц'Ьлыя значен1я. 

Чтобъ два значеяхя х составляли д-Ьйствительео различный 
Р'Ьшешя сравнен1я (1) достаточно и необходимо, чтобы соотв'Ьт- 
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ствуюпця имъ значен1я перем'Ьннаго { были несравнимы между 
собою по модулю Л. Действительно, если допустимъ, что {^ ^ (^ 
(той. е?), то отсюда получаемъ 

Т^! — Т*2(и1оа.А;); 

прибавляя къ об-Ьимъ частямъ по а, им-Ьемъ 

или 

х^^х^ (той. к). 

Наоборотъ, изъ посл^дняго сравненхя, следуя обратнымъ 
порядкомъ, приходимъ къ сравнен1ю {^ ^ {^ (той. с1). 

Итакъ, чтобы изъ (3) получить всЬ р'Ьшешя сравнешя (1), 
стоитъ только для { давать посл'Ьдовательно значешя, состав- 
ляюпця полную систему чиселъ несравнимыхъ по модулю с?, 
наприм'Ьръ, < = 0, 1, 2,. . .с1 — 1. 

Отсюда получаемъ теорему. 

Теорема. Если общгй иаибольгтй- дгьлишель й чиселъ а и к 
дплишъ Ь, то сраенете 

ах^Ъ (той. к) 

имтьетъ ровно й ргьшетй; воь оииопредтьляются помощью одного 
изъ нихъ а по слтьдующимъ форму ламъ: 

х = а, гг^ = а -^ 1, а;^ = а -^ 2 -1, . . . 

^а^\ ^ а -н (с? — 1) -^ (той. й). 

Примгьръ. Опред'Ьлить р'Ьшешя сравнешя 

20л; = 28 (той. 132). 

Разд'Ьляя об-Ь части сравненхя и модуль на с? =4, полу- 
чаемъ сравнеше 



5а; = 7 (той. 33). 
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По одному изъ трехъ вышеуказанпыхъ способовъ находимъ 
р^шеше посл-Ьдняго сравнешя ^?^^8. Отсюда прямо паходкшъ 
вс'Ь р1шешя даннаго сравнен1я; ихъ всегд четыре: 

х = 8, 41, 74, 107 (той. 132). 

40, Теперь мы можемъ показать способъ нахожденхя вс4гь 
чисе^ь Ху удовлетворяющихъ одновремепно и'Ьско.^ькимъ сравне- 
Н1ямъ такого вида: 

х^а (той. й), х^§ (той. Ь), , . , ж ^ ^ (и^ой. с), 

гд-Ь модули а^Ъ^. . . равно какъ и а, р, , . . суть кашя угодно 
данныя числа. 

Въ н-Ькоторыхъ изыскан! яхъ задача эта представляется 
существенною; сейчасъ мы локажемъ одно нзъ важн^Бйшихъ ея 
приложешй* 

Переходя къ р'Ьшен1Ю, мы начиемъ съ двухъ сравнен1Й 

(1) • * а:^а (той. а), х^^ (той. Ь). 

Числа, удовлетБоряюпця первому, определяются Формулой 

(2) . . . х^п-^ау. 

Вставляя это выражеше на М'Ьсто х во второе (1), полу- 
чаемъ условхе для опред-Ьленхя у 

(3) (^У^Р — а (той, й). 

Всякое тасло у^ удовлетворяющее (3), опред'Ьляетъ по Фор- 
мул'Ь (2) соответствующее число ж, которое удовлетворяетъ 
обоиА1ъ сравнен1ямъ (1). 

Весь воцросъ свсденъ на р'Ьшенхе сравненгя (3). 

Если общ1Й иаибольш1Й д-Ьлитель й чиселъ а т Ь ше делить 
разности а — р^ сравнеще (3) пе имеетъ решен1я; тогда сравне- 
тя (1) находятся въ противор^чш между собой: задача невоз- 
можна, 
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Напротивъ, если разность а — р делится на й, сравненхе (3) 
ИйгЬетъ р'6шен1я, и всЬ они получаются изъ одного у^ по Фор- 
мул* , . ^ 

^ = ^0-^-5"^ 

давая для I всяк1я ц'Ьлыя значешя. Сл'Ьдовательно всЬ р'Ьшешя 
сравнешй (1) получаются изъ общей Формулы 

аЪ . 

■ 

Ихъ число, какъ видимъ, безконечно велико; но всЬ они 
сравнимы между собой по модулю ^, и если обозначить одно, 
любое изъ нихъ чрезъ х^^ то посл-Ьднюю Формулу можно напи- 
сать такъ: 

при этомъ сл^дуетъ обратить вниман1е, что модуль ^ равенъ 
наименьшему кратному модулей анЬ. 

Перейдемъ теперь къ тремъ сравнетямъ 

(4) . . а; ^ а (той. а), х^^ (той. Ь), ж ^ у (той. с). 

Беремъ сперва два изъ нихъ, наприм'Ьръ, 

ж ^ а (той. а), х^^ (той. Ь), 

и узнаемъ, им'бютъ ли они р-Ьшенхе или н4тъ. Въ посл^днемъ 
сдуча'Ь задача невозможна, между гЬмъ какъ въ первомъ случа'Ь 
сравнетя (4) равносильны двумъ такимъ: 



X 



^ х^ (той. ^ |, ж ^ у (той. с). 



Р'Ьшая ихъ по предыдущему способу, мы опред'Ьлимъ всЬ 
р'Ьшешя системы (4). 

Подобнымъ образомъ сл^Ьдуетъ поступать въ случа* какого 
угодно числа сравнешй вида (1), и на основати вышесказаннаго 
заключаемъ следующее. 
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НгьскоАько сравненгй съ однимъ иешвгьстнымъ х^ вида 

х^а (той. а), х^^ (той. Ъ\. . .х^у (той. с), 

или вовсе не имтьютъ ртьшенгя, или оюе имтьютъ и^хъ безконечное 
миооюество. Въ послгьднемъ случать ргьшеигя сосшавляютъ одинб 
классъу состоящгй изъ чиселъ сравнимых^ между собою по мо- 
дулю^ равному наименьшему кратному модулей а^Ь^. . .с. 

Чл^уучьиь^Д 41. Особеннаго вниматя заслуживаетъ частный случай, 

сил^гсил. 5'|»и- когда ВЪ систем* сравнешй 

х^а (той. а), х^^ (той. Ь), . . . ж ^ у (той. с) 

модули а, Ь, . . . с суть относительно простые. Тогда суш;е- 
ствуетъ безчисленное множество р'Ьшенхй, и всЬ они будутъ 
сравнимы между собой по модулю равному произведенхю аЬ . . . с; 
если одно изъ нихъ обозначимъ чрезъ х^^ то всЬ опред'Ьляются 
Формулой 

х^х^ (той. а Ь ... с). 

Для опред'Ьлешя одного р'Ьшешя х^ въ предположенномъ 
случа* можно поступать такъ. Называя для сокращен1я 

М=аЪ. . .с 

Р'Ьшаемъ отдельно каждое изъ сравнешй 

Ли^1 (той. а), ВV^^ (той. Ь), . . .Си^^Х (той. с), 

при чемъ зам'Ьчаемъ, что каждое изъ нихъ им4етъ р'Ьшенхе, ибо 
всл'Ьдствхе предположешя коеФФИщентъ у неизв'Ьстнаго и соот- 
в-Ьтствушицй модуль относительно простые. Разсматривая и^ 
V, . . .ю какъ изв'Ьстныя числа, вычисляемъ х^ по Формул'Ь 

Хд = Лиа -н ВV^ -+-... -н Сиг(^ 

и такъ находимъ искомое р'Ьшенхе. 
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ДМствительно, по модулю равному а, им'Ьемъ рядъ сравненш 

Аи^\, 5 = 0, . . .С=0 (той. а), 

на основанш которыхъ прямо заключаемъ, что число х^ сравнимо 
съ а по модулю а. Подобнымъ образомъ доказывается, что по 
модулю Ъ число х^ сравнимо съ р и т. д. 

Примгьръ. Требуется найти общее р'Ьшете для трехъ срав- 
нешй: 

х^2 (той. 5), 

х^^ (той. 7), 

х^б (той. И). 

Для этого составляемъ три сравненхя 

77г« = 1 (той. 5), 55^ = 1 (той. 7), Ъбго = 1 (той. 1 1), 

который по упрощенш представляются такъ: 

2г* = 1 (той. 5), — г; = 1 (той. 7), 2г<; = 1 (той. 1 1). 

Р'Ьшая каждое изъ нихъ находимъ 

м = 3, V = — 1, го = 6. 

Съ помощью этихъ чиселъ вычисляемъ 

0^0=77.3.2 — 55. 1.3Н-35. 6.5=1347 

и находимъ требуемое р'Ьшенхе 

ж = 1347 (той. -385), 
или, проще, 

^1^ = 192 (той. 385). 

42. Основываясь на вышедоказанномъ, легко доказать сл'Ь-5^\^^^'^^ ' 
дующую теорему. '^у^^> ^С : 1' 
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Теорема. Рптенге сравнетя какой радио степени ({х) ^ О 
(той. к) со САОжнымъ модулемъ Ь=р^ <^ , . .г^ приводится къ 
ргьгиенгю нп^сколькихъ отдгьльиыхъ сравненгй 

({х) = О (той. р% ({х) = О (той. ^\ . . . ({х) = О (той. г^), 

модули которыхъ суть степени простыхъ чиселъ. Число рптенгй 
начальиаго сравнетя равно произведенгю чиселъ, показывающц/осъ 
сколько рптенгй имп>етъ каждое изг послп»днихъ. 

Въ самомъд'Ьл^Ь, всякое число х, удовлетворяюш;ее сравнение 



(1) 



Яж) = (той.1>*2^ . -г^) 



удовлетворяетъ каждому изъ сравнеши 

Я^^) = 0(той.^?''), 
Г{х) = О (той, 2^), 



(2) 



. Щ = О (той. г^), 



и наоборотъ, всякое число х, удовлетворяюш;ее каждому изъ 
сравненш (2), удовлетворяетъ также (1). 

Если, сл^Ьдовательно, одно какое либо (2) не им'Ьетъ р'Ьше- 
Н1я, то сравнеше (1) невозможно. 

Допустимъ, вообш.е, что сравнеше /'(х) ^ О (той. р^) им4етъ 
т р'бшешй, и обозначимъ ихъ чрезъ а^, а^, . . .а^; что сравне- 
ше /*(а?) ^ О (той. 2^) им'Ьетъ т' р'бшешй, и обозначимъ ихъ 
чрезъ ^1, Ьз? • • -^т'' ^ ^^^'^ дал^е. Всякое число х, удовлетво- 
ряюш;ее одновременно сравнешямъ (2), будетъ очевидно удовле- 
творять сравнешямъ 

х^а^ (той.р*), 

X ^ Ьу (той. 2^), 



(3) 



х^с^ (той. г^), 
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гд* а^ изображаетъ одно изъ чиселъ а^, а^^. . .а^, Ъ. — одно 
изъ чиселъ \^ \^ . . .Ъ^1 м т. д. Наоборотъ, если а^ изобра- 
жаетъ любое число въ ряду а^, а^^. . .а^, Ь. — любое число 
въ ряду Ъ^^Ъс^^. . .Ъ^^ и т. л,.^ то всякое число, удовлетворяю- 
щее сравнен1ямъ (3) будетъ удовлетворять всЬмъ сравненхямъ 
(2), а т*мъ самымъ и (1). 

Итакъ, каждое р'Ьшете сравненхя (1) есть р^Ьшеше системы 
вида (3), и наоборотъ. Различнымъ р'Ьшешямъ сравнешя. (1) 
соотв'Ьтствуютъ различный системы а^, Ъ.^ . . . с^ поэтому 
число р'Ьшенш начальнаго сравненхя равняется числу всЬхъ озна- 
ченныхъ системъ, что въ свою очередь равно произведешю 
т 1п. . . Теорема такимъ образомъ делается очевидной. 

Примгьрг. Требуется найти всЬ р'Ьшешя сравненхя 

а^—7х-^-1 = (той. 45). 
Для этого ищемъ сперва р'Ьшешй сравнешя 

а;2 — 7ж -+- 1 = О (той. 5), 

который, зам'Ьтимъ, получаются зд'Ьсь непосредственно, ибо 
сравнеше можно написать такъ: 

(а; — 1)2 = О (той. 5), 

откуда видно, что существуетъ одно только р'Ьшеше х=1. 
Переходимъ загЬмъ къ сравнешю 

а^ — 7х-^1^0 (шой.9)] 

оно также решается непосредственно; стоить только написать 
его такъ: 

(^гн-1)2 = 0(то(1. 9); 

отсюда видно, что существуютъ два р'Ьшетя и не бол^Ье, именно, 
х = — 1 игй;=^2. 
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Р'Ьшаемъ теперь по известному намъ способу совокупную 

систему 

х^1 (той. 5), х^ — 1 (той. 9) ; 

находимъ 

л; = — 19 (той. 45). 

Это одно р^шеше даннаго сравнешя. 
Р^шаемъ вторую систему сравнешй 

х^1 (той. 5), х^2 (той. 9); 

находимъ 

ж ^11 (той. 45). 

Это второе р'Ьшеше даннаго сравнешя. 

Другихъ р'Ьшешй, кром'Ь найденныхъ двухъ, несуществуетъ. 



§ \1. Р^Бшен!е н^Бсколькихъ совокупныхъ сравнен1Й первой 

степени. 

3\*УVV^иЪн;4^:г 43. Обозначивъ для сокращешя чрезъ щ^ щ^ щ, . . .и^ 
^^^\,^у линеиныя Функцш 



^2 = ^^!"^ ^2,2^2"^- • '-^^.п^-^К 



П П^1 1 П}2 2 П^П П П' 

БЪ которыхъ коеффицхенты а^ 1, . . . а^^ равно какъ и посл^дше 
члены &!, Ьд? • • -^п ^У^ Ц'Ьлыя числа, — мы предлагаемъ себ* 
найти ц'Ьлыя числа х^, Жд, . . .ж^, удовлетворяющхя сл-Ьдующей 
систем* сравнешй: 

(1) «*1 ^ О? щ^ 0^. . .и^^О (той. А;). 
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Для этого мы сд'Ьлаемъ н'Ьсколько предварительныхъ зам*- 
чашй. 

Очевидно, что изъ системы (1) можно выводить на разные 
способы новыя системы линейныхъ сравнешй, которымъ будутъ 
удовлетворять всЬ р'Ьшенхя системы (1); пусть одна изъ такихъ 
системъ будетъ 

(2) ^1^0, г;2 = О, . . .г;^ = О (той. к). 

Новая система (2) не всегда можетъ быть считаемой за 
равносильную съ (1); для равносильности необходимо доказать, 
что всякое р'Ьшеше системы (2) удовлетворяетъ также и (1). 

Дв* системы сравненш, равносильный съ некоторой третьей 
системой, равносильны шетщу собой. 

Каждый изъ коеФФИцхентовъ а^ . , равно какъ и каждый изъ 
изв'Ьстныхъ членовъ Ь^., въ систем'Ь (1) можно заменить числомъ 
сравнимымъ съ нимъ по модулю к; полученная всл*дств1е этого 
новая система очевидно есть равносильная съ первоначальной. 

Можно также об'Ь части каждаго изъ сравнешй (1) умно- 
жить на любое число простое съ й; полученная новая система 
будетъ очевидно равносильною съ первоначальной. 

Наконецъ легко заметить, что на м'Ьсто какого нибудь 
сравненхя въ систем* (1), наприм-Ьръ и^^О (той. к\ можно 
подставить сравнеше и^ — ти-^0 (той.^А;), при чемъ ^* не 
равно г; полученная новая система будетъ равносильною съ 
первоначальной. 

Относительно посл'Ьдней подстановки сл'Ьдуетъ сделать два 
зам'Ьчашя: во первыхъ, она не изм'Ьняетъ значенхя опред'Ьлителя 
данной системы 



Д = 



^1,1 ^1,2- 



^2,1 ^2,2' 



.Л. 



1,П 



^2,п 



П^1 П,2 



(1. 



п^п 
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во вторыхъ, еслп П])1тм-Бият1| ее надлежашммъ образомъ пооче- 
редно къ разньшъ сравпенишъ (1). ло всегда можно дойти до 
такой просптнтей системы; 



(3) ' 



Ъ X 



"„=0 



р^ 



о 



-К^п^—^(^^^'^^* 



при чемъ будетъ им'Ьть м-бсто сравоеше 

(4) ^^^^\^К^. 

Р'Ьшеп1е системы (1) приводится къ р*Ьшешю системы (3), 
а это последнее состоитъ очевидно въ посл'Ьдовательномъ р Ьше- 
ши п сравпсшй, каждое съ однимъ пеизв^стиымъ. Такимъ обра- 
зомъ предложенная задача всегда приводится къ р-Ьшенш сравне- 
шя съ однимъ неизв'Ьстнымъ. 

Если определитель Д простой съ й, то каждый изъ ковФФ^- 
щентовъ Ь^^^ &аа, - -Ь^^ есть простой съ к; это видно изъ (4). 
Тогда каждое изъ сравнен1Й (3), начиная съ посл^Ьдняго, даетъ 
одно и только одно р§шен1е для соотв-бтствующаго неизвйстнаго, 
и поэтому система (1) им'Ьетъ одно и только одно р^Ьшен^е 
(х^^ х^у. . .^^^. Напротивъ^ если Д не простое съ &, тогда по 
крайней м'1ф'Ь одинъ изъ коеФФИцхентовъ &^ ^, Ь^зэ ■ - **„,«? п**-^^- 
жимъ Ъ^^^ есть ЧИСЛО не простое съ й^ и потому сравнете 

с^^О (той, &), 



^1^^ 



\4^1^4-^х 



Ъ. X ^ 



-1> 



помощью котораго опред'Ьляемъ х^ по изв4стнымъ раа1Ье х^ 
^4^2) * • ^^п» ^'"^^ ^^^ будетъ омйть ни одного р^Ьшешя, или бу- 
детъ йхъ им'Ьть нисколько. Сообразно съ этимъ и система (1) 
ИЛИ не будетъ им^ть вовсе р-Ьшенш^ или будетъ ихъ им'Ьть не- 
сколько. 
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На основаши вышесказашаго заключаемъ, что система одно- 
родныхъ линейныхъ сравненш 



а..х. -ьа, о^. 



%1*^1 



1,2 *^2 



«2,1 ^1-^^2,2 ^2- 






(той. к) 



%^1 -^ %^2 -ь . . . -н а„,^а;„ = О I 

им4етъ одно только очевидное р'Ьшенхе 

х-^^х^^х^^ . . . ^ л:^ ^ о (той. А;), 

если ея опред'Ьлитель простой сък\ въ противномъ случа'Ь она 
им'Ье'Л, кройгЬ очевиднаго, еще одно или несколько другихъ 
Р'Ёшешй. 

44. Понятно, что данную систему линейныхъ сравненш Сл^1^^н,к«?1^л^ 

можно разными способами приводить КЪ ПрОСГВИШеМу виду; ^мпенн и-ли^- 

въ частныхъ случаяхъ могутъ встречаться особенности, позво- ^,^^^,^ст^1Щпк.- 
ляюпця быстро достигнуть ц^ли, если ими воспользоваться ''*^*^^' 
. удачно. 

Въ случае, если опред'Ьлитель системы простой съ модулемъ, 
н4тъ надобности для опред^летя р^шешй приводить систему 
къпростЬйшему виду: можемъ написать прямо всЬ решетя, поль- 
зуясь общеизв']&стными Формулами изъ теор1и опред'Ёлителей. 

ДМствительно, положимъ что дана система сравнетй 



(1) 









- 






««,<а'1-^%«'2-^- 





(той. й), 
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определитель которой обозяачимъ чрезъ Д. Изображая чрезъ А^ 
определитель составленный по Формул-Ь 



^= 



«1,1 «1^- 






«2,1%- • -«М-.^З^-Ы- • •«! 



2^ 



11)1 11)2 П)< — 1 П П)1Ч-1 ^Т1)П 

при чемъ значекъ г принимаетъ всЬ значешя отъ 1 до м, для 
опред^лешн неизв'Ьстныхъ имеемъ систему 



(2) 



[ ^(С^ 



АИ 



А^2 = ^2 



(той. й), 



Дж ^ Д^ 
равносильную съ (1). 

Если определитель Д не простой съ Л, то относительно си- 
стемы (2) можно сказать только то, что она есть следств1е (1), 
но нельзя утверждать обратное, что (1) есть следствхе (2). 

Примщръ. Найти вс* решен1я трехъ сравнешй 

Зж-1-2у-+-7^ = — 1 (той. 18). 
Ьх — 4«/ -I- 6^ ^ 1 
Данная система равносильна следующей: 
2ж — 3«/ -*- 5-3^ ^ 5 
х-\-Ьу'^1г^ — 6 } (той. 18); 
^г -4- 2у — 4-г? ^ 9 
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(той. 18). 



(той. 18) 



эта равносильна такой: 

з)-*-2у — 4^ ^ 9 
Ву-*-6г=3 
1у-\-Ъг^ — 5- 

Беремъ теперь во внимаше систему двухъ посл'Ьднихъ 

сравнетй 

3«/ -+- 6-г = 3 

7^ -н- 5^ ^ — 5 ^ 

и зам'Ьчаемъ, что она равносильна сл'Ьдующей: 

[ (той. 18), 
у— 18 = 7 ] 

а эта въ свою очередь равносильна такой: 

у — 72 ^ 7 
9^=0 



(той. 18). 



На этомъ кончаются наши преобразован1я, причемъ зак^по- 
чаемъ, что данная система сравненш приводится къ сл*дующе>|у 
простЬйшему виду: 

Х'^2у — 4^^ 9 



У- 



■7-^=7 
9^ = 



(той. 18). 



Последнее сравнеше даетъ девять р'Ьшешй для 8\ для каж- 
даго изъ нихъ два первыя сравнешя даютъ по одному ^ и но 
одному X. Следовательно число всЬхъ р'бшенш есть девять; 
вотъ они: 



У = 


-5,- 

7, 


-7, 
3, 


-3, 

-7, 


9, 
-1, 


-1, 
— 3, 


7, 
-5, 


1, 
1, 


5, 3 

9, 5 ; 


00 

1—1 


0^ 


0, 


2, 


-2, 


4, 


-4, 


6, 


-6, 


8,-8 


а. 


















8* 
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ГЛАВА IV. 

Сравнешя второй степени. — Законъ взаимности простпхъ чисехь. 

$ I. Пршеден1е еравнен1я второй степени къ простейшему 
виду. Усдов1е р1^шиноети въ случа!^, когда модуль простой. 

%о.тл^ь;^^^с,К' 45. Для сравненш степени выше первой особенную важ- 

ТХч^^^(^'^!е<!^и^^ представляетъ случай, когда модуль простой. Тогда изы- 

скашя значительно облегчаются и получается возможность д'Ьлать 

обпця заключен1я. Поэтому-то зд'Ьсь мы ограничимся сначала 

предположейемъ, что модуль простой. 

Если модуль равенъ 2, то для всякаго числа х им'Ьетъ вгЬсто 
очевидное сравнешё 

х^^х (той. 2), 

всл6дств1е чего сравнешё второй степени 

ая^-ь-Ъх-ь-с^О (той. 2) 

приводится къ сравнешю первой степени 

{а-ь-Цх-ь-с^О (той. 2). 

Случай этотъ, какъ видимъ, не представляетъ ничего новаго; 
мы оставимъ его въ сторон*, и впредь будемъ постоянно под- 
разум^Ьвать, что модуль р> 2. 
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Въ сравнеши второй степени 
(1) ау^-ь-Ъу-ь-с^О (той. 2?) 

коёФФИщентъ а не долженъ делиться на^р: въ противномъ слу- 
чае сравнеше было бы первой степени. Если коеФФищентъ а 
не равенъ 1 , то, найдя число а\ удовлетворяющее условш 

аа'^ 1 {шоА.р)у 

мы умножимъ об'Ь части (1) на а\ Заменяя посл'Ь этого произве- 
дете аа его вычетомъ, равнымъ 1, получаемъ на лгЬсто (1) 

(2) у^ч-1уч^ш^0 (той. ^р), 

гд* 1111т изображаютъ вычеты чиселъ Ъа и са\ 
Это первое упрощеше сравненхя второй степени. 
Дал'Ье зам'Ьчаемъ, что въ (2) коеФФИщентъ I можно пред- 
положить четнымъ: ибо въ противномъ случа'Ь стоитъ только 
на м^Ьсто I подставить I — р или ?н-^р; полагая сл'Ьдовательно 
г = 2(2, мы можемъ сравнеше (2) написать такъ: 

(^ н- с?)^ ^ й^ — ^ (той. _р), 

или, называя для сокращешя 

(3) уч-с1 = х^ Л^ — т = з, 

им'Ьемъ 

(4) х^^ 2 (той. р). 

Это есть простЬйшая Форма, подъ которой представляегся 
всякое сравнеше второй степени. 

Каждое р'Ьшеше посл^&дняго сравнешя опред'Ьляетъ съ по- 
мопц>ю (3) соотв'§тствуюш;ее р'Ьшенхе сравнешя (1); если (4) 
невозможно, то и (1) также невозможно. 
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Если д = О {шой.р), то (4) им*етъ одно только рйшеше, 

имонБО х^О (той.р). Оставемъ этотъ случай въ сторон*, п 
будемъ впредь предполагать, что д пе д4.штся ма р. 

46. Теорема. Если 3 не гЬьлится нар^ то сратете 

(1) . ж^^^ [той.р) 

%1Ац нетзможнОу гии гщьетъ дт ршиетя. 

ДМствйтельно, сравнеше (1) тогда только им'Ьет'Ь р'Ьшен1еу 
когда ^ сравпимо по модулю р по крайней М'Ьр'Ь съ одпвмъ езъ 
чиселъ 

1^2^з^...(р-1)^;^^ 

нуль пропущеяъ зд^сь потому, что овъ ее мошетъ удовлетво- 
рять (1). 

Такъ какъ члены равноудаленные отъ кощввъ въ посл-Ьд- 
немъ ряду очевидно сравнимы между собой до модулю ^^, то * 
следовательно достаточно удержать половину всего ихъ числа^ 
именно: 



(2) 



р, 2^ з^ . . . (^у. 



Вс! числа въ (2) несравнимы по модулю ^}; ибо, допустивъ 

противное, 

*^^/ (той.^), 

' гдЬ г < |- и ^? < 1^, получаемъ 

({ —§) (1 -н^) = О (той. р), 

что невозмоншо, такъ какъ числовая величина каждаго нзъ мно- 
жителей въ первой части меньше р. 

Можно всегда предполагать, что въ (1) число } есть поло- 
жительное и <СР' Тогда, обозначая наименьш1е положительные 
вычеты чиселъ (2) соответственно чрезъ 

(3) * Г^, Г^, Гз, . . *^р-^ 
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на основаши вышесказаннаго заключаемъ, что сравненге (I) бу- 
дешь возможно или невозможно^ смотря по тому будешь ли 
число ^ содероюаться въ ряду (3), или не будешь, 

Допустивъ, что сравненхе (1) им'Ьетъ р'Ьшеше х=^а^ мы 
зам'Ьчаемъ, что и значеше х = — а будетъ также удовлетво- 
рять (1). 

Числа а и — а составляютъ различный р'Ьшешя (1); ибо 
въ противномъ случа'Ь должно было бы им'Ьть м'Ьсто сравнеше 

а ^ — а (той. р)^ 
или 

2а ^ О (той. р)^ 
что невозможно. 

Другихъ р'Ьшешй, кром'Ь двухъ означенныхъ, сравнеше (1) 
илгЬть не можетъ; ибо изъ двухъ сравнешй 

х^^€[^ о?^^(то^.р\ 
выводимъ 

х^ — а^ ^ о (той. р), 
или 

{х — а) {х-л-а)^0 (той. р)^ 

а это требуетъ, чтобы им'Ьло м'Ьсто одно изъ двухъ: 

х^а {шоА.р)^ 
или 

х^ — а (той,^?). 

Такъ уб'Ьждаемся въ справедливости предложенной теоремы. 

47. Теорема. Сравнете х^^с[ {той, р) возможно или невоз-З^^о^иЛс^ 

ЛЛ.001С нес Г,\м 

можно, смотря по тому имгьеть ли мньсто сравненге ^V,\ку^.^л\:^ . 

2 2 ^ 1 (той. р\ 



или не имгьеть. 
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Необходимость означенпаго условк пров'Ьряется очень легко 
еъ помощью теоремы Фермата. Въ самомъ дйй, есж суще- 
ствуетъ тасло х^ удовлетворяющее сравненда 



(I) 



а^^д (шос1.^)), 



то возвышая об-Ь части въ степень 
рем^ Фермата 

П01учаемъ 



р-! 



Е замечая, что по тео- 



д 3 ^ 1 (тод,^). 



X, Труднее доказать, что это услов1е есть достаточное. Для 
этого мошно воспользоваться тожествомъ (# 34) 



Д^лая въ немъ а? = у, получаемъ 



а такъ какъ значеше ({^) есть ц*лое, то можно сйдовательно 
написать 

(2) (2-1^){!г-2^). . .(а-(г^)=)^г^-1 (шоа.^)). 

Если сравнеше (1) возможно, то ^ сравнимо съ однимъ изъ 
чиселъ Р, 2^ — у^)у К 46); поэтому одинъ изъ множите- 
лей въ первой части сравнешя (2) дЬлитсяна^), и сл^довательао 
км4емъ 



(3). 



2 а ^1 (гаой.^?). 



Наоборотъ, если услов1е (3) удовлетворено, то (2) прини- 
маетъ видъ 

(?— Р) (г— 2=»). . .(2_(^)^)^о Стой.!?); 

ищ\{\ге6 Ьу СлОО? 1С 



— 121 — 

отсюда видно, что д сравнимо съ однимъ изъ чиселъ 1^, 2^, . . . 
{^-к—) и поэтому сравнеше (1) им'Ьетъ р'Ьшеше. Справедливость 
теоремь! такимъ образомъ доказана. 

Сл'Ьдствхе. Сравнеше x^^^ (той.^) возможно или невоз- 
можно^ смотря по тому будешь т, значенге символа (—) рав- 
няться -ь- 1 или — 1 . 

. Это вытекаетъ прямо изъ опред'Ьленхя символа Лежандра, 
даннаго нами въ п^ 33- ^^' ^А- 



§ П. Символъ Лежандра, его свойства. Законъ взаимности 
простыхъ чиселъ. 

48. Все, что до сихъ поръ было нами высказано о с1амвол^Ь 0</но 8 кн л> с1с й 
Лежандра, заключается въ сл'Ьдующихъ трехъ предложешяхъ. ^^^ '^^'^'^^ 
1*. Числовая величина символа [— | всегда равна 1. 
2*. Символъ ( -^) опред'Ьляется сравнешемъ 

/^ = (|-)(шо(1.р). 

3*. Чтобы сравненхе x^^^ (той. р) было возможно, необ- 
ходимо и достаточйо условхе 



(|)= 



1. 



Посл'Ьднее предложенхе заставляетъ обратить особенное вни- 
маше на символъ Лежандра и войти въ подробное изучен1е его 
свойствъ, Изсл'Ьдован1Я этого рода привели къ результатамъ 
въ высшей степени самимъ по себ'Ё зам^^чательнымъ и въ то же 
время весьма важнымъ для дальпЁйшихъ изысканш въ теорш 
чиселъ. 

' Теорема.г, Велгечгг«а символа \—\ есть 1, а символа \^\ 

есть ( — 1) 2 . 



0^ 3 •^\ (п1рЯ.[9 н-т о}г: =-1 (т1>й.|4). С'И,л1Йодг Л^о\сс^ч'1к9. (&^^ ^^(3X5^^^ 
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ДМствительпо, ест въ сравлен1и 



[-^)—9 ^ =0{той.р) 



сд1*1аемъ ^^=^±^^ ту числовое значенхе первой часта ее бу- 
детъ превышать 2, межд^^гЬмъ модуль 2? предполагается бол'Ье 2; 
схЬдовательно 

то есть 

что и сл'Ьдовало доказать* 

Сл'Ьдствхе. Сраенете а:;^-^-1^0 (шосЬ ^^) возмооюно въ 
щшмъ только слрчащ 7шгда простое число р есть вида 4п н- 1 . 

Действительно, всякое нечетное простое число есть вида 
4пч- 1 или 4мн-3, Въ первомъ сл^ча-Ь им^^емъ 



во второмъ 



(т)=(-1Г=1; 



Следовательно въ первомъ случае еравнеше ж^ -н 1 ^ О 
(той. р) возможно, во второмъ невозможно. Когда оно возможно, 
Р'Ьщеп1е определяется по теореме Вильсона, именно «^.^0* 

^^ = ±1. 2. 3. . .^^(той,р). 

Теорема 2. Если з есть протеедепш чиселъ д^ 5д,- . з,^, 



то 
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Действительно, перемножая почленно сравнетя 

р-1 



^^^ ^{^) (той. р), 
получаемъ 

Иг 2з • •■ • йтУ^ - (Й {^) •••(!) (той. р). 

Но 

(«1 22 • • • Я^~^ = г"^ = (|-) (той. 1)); 

следовательно 

(!)-(?)(?) •■■(т)(™^-* 

Числовая величина какъ первой такъ и второй части посл'бд- 
няго сравнешя равна 1 ; поэтому, еслибы эти части не были 
равны между собой, мы им'Ьли бы сравненхе 

1= — 1 (тоа.^9), 
или 

2 = о (той. р), 

что невозможно при2)> 2. Итакъ, предыдущее сравнеше при- 
водить къ уравнешю 

что и следовало доказать. 

Сл'Ьдств1е 1. Символъ (— ] равенъ велтингь символа (^\ 
возведенной въ степень п. 
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сл^Ьдовательно 
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Сл*дств1е 2. При опредгьлети величины символа 1^\ мы 
можемъ исключать шъ д есякт миоою^^тель^ состаеляющгй точ- 
ный кеадрашъ. 

Д^ЬйствительнОг по доказангвой теорем^Ь мы им-Ьемъ 

(*')=(*;=(±1)'=1, 
(^)=а')- 

Теарема 3. Если д' « ?! сравнимы по модулю р^ то 

(!)=(?)■ 

Въ самомъ д'Ьл^у возвышая об* части сравоетя 

въ степень ^-^^ получаемъ 

й ^ =?! ^ (шоа.^^); 
отсюда же заклюадемъ 

(|)^(|.)(шоа.,). 

Сравненхе это показываетъ невозможность уравнетя 
{'^\=^^(Щ; ибо тогда мы имЬли бы 



шт 



2(1) ^ о (той. ^р), 
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что очевидно не вм'Ьетъ м'Ьста при р> 2, Следовательно 

что и требовалось доказать. 

Теорема 4. Если обозначимъ чрезъ т число чиселъ въ ряду 



' 2 ^' 



коиосг абсолютно малые вычеты по модулю р отритт^льны^ то 

Зам^тимъ прежде всего, что такъ какъ ^ предполагается не 
делящимся на ^, то каждое изъ чиселъ, содержащихся въ озна- 
ченномъ ряду, очевидно не д'Ьлится на р и сл'Ьдовательно знакъ 
его абсолютно малаго вычета по модулю р вполне опред'Ьленъ. 
Принимая это къ св'Ьд'Ьнш, обозначимъ абсолютно малый вы- 
четъ произведешя г^ чрезъ ( — 1/*^^-, причемъ г^ есть числовая 
величина вычета, а е^ равно нулю или 1 , смотря по тому бу- 
детъ ли этотъ вычетъ положительнымъ или отрицательнымъ. 
Им^емъ рядъ сравненш 



22 = (— 1/^Гз 



2 






(той.1>), 



которыя перемножая почленно, получаемъ 



(1) 



1. 2. 3 



Е^г^^(-,) 



в, Ч-во-*- . . . •+•€, 



\-^^2 



'р-1 
2 



Хг^ Гд. . .Гр_1 (шой.р). 
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Числа г^5 Гд,. . .г^_1 содерЕштся въ ряду 

1> ^, Оу . . - — ^ 

И ВС* различны; ибо допустивъ г^^^т^ получаемъ отсюда 
сравнеше 

что по сокращея1и на ^ можно написать такъ: 
г — (— 1/* "^"^^ = О (шой. р), 

а это невозможно пото&гу^ что числовая величина первой части 
мен'Ье р и не равна нулю. 

Итакъ, числа г^ т^^. , -^р_1 составляютъ некоторую пере- 
сташвку чиседъ 1, 2^ . . '^^; сгЬдовательно 

1. 2. 3. . -^^^^г^. , .г^^. 

в 

Замечая теперь, что произведен1е Ь 2 < . . ^^^ не делится 
на ^^, Ш1 можемъ сократить об-Ь части (1) на равные множители 
и написать 



3^ ={-1) 



^1^-1 



^ (тоа.^?). 



Изъ опред'Ьлешя чиселъ е^^ е^, ^ • ^ слЬдуетъ^ что сумгна 
е^-ье^^-ь . . .-%-ер^1 равна ш; сверхъ того им^емъ 

2^^(|-)(тос11;); 
следовательно предыдущее сравнен1е приводить къ такому: 
(^)^(-1Г(шо1^р). 
Отсюда заключаемъ, что (^\^^{ — 1)*'*^ что и требовалось 



доказать. 
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Теорема 5. Величина символа ( — 1 есть ( — 1) ^ . 
Основываясь на предшествующей Теорем'Ь, мы заключаемъ, 
— ) равняется чиблутчиселъ въ ряду 

2,4,6,8,. . .р—1, 

коихъ абсолютно малые вычеты отрицательны или, другими сло- 
вами, коихъ наименьш1е положительные вычеты бол'Ье |-. При- 
нимая это во внимаше, мы разсмотримъ отд'Ьльно два случая: 

Первый случайу р есть вида 4п н- 1 . Тогда им^Ьемъ р — 1 
= 4п, у = 2м-*--2-, и приходится сосчитать, сколько въ ряду 

2, 4, 6, 8, ... 4п 

содержится чиселъ, превышающихъ 2п-1-у. Эти числа суть 

сл*дующ1я: 

2п-*-2, 2^-1-4, 2л-*-6, . . . 4м; 

число ихъ равно п; поэтому им'Ьемъ 

(|) = (-1Г-(-1)' 
Съ другой стороны, на основаши равенства 

8 4'* ^ 

за1Ш0чаемъ о справедливости уравнешя 

(-1)— = (_!)— , 
всл*дств1е чего предыдущую Формулу для (— ) можно написать 



р-г 

4 



такъ: 

8 



Это показьюаетъ справедливость предложенной теоремы въ 
разсматриваемомъ частномъ случае. 
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Вто2)ой случащ р есть вида 4« ^ 3. Им+.емъ |) — I := 4» -•- 2, 
^=: 211-*- 1 -н4^. Чвслэ^, содержагщяся въ ряду 

2, 4, 6,. . .4пн-2 

и превышающ1Я 2п-н 1ч--^^ суть сл^дующк: 

2й^2, 2П-1-4, 2П-1-6,. . ,4№Н-2. 



Число охъ равно *г -+- 1 ; сл'Ьдовательно 



(!) = (- 1Г-'=(-1)^. 
Замечая теперь, что 



им'Ьемъ 

откуда закдючаемъ 



(-1)— = (— 1)— , 



Этимъ теорема доказана вполи'Ь. 

Сл^дствхе. Если простое число р есть вида 8П1±: 1, то 
(—\ = 1 ; если же оно есть т^да 8п ± 3; то(—\^=^ — 1 , 
Действительно, въ первомъ случае им^Ьемъ 



р«-1_б4п^_2»(4»±1), 



во второмъ 



^ = ^^-^-,^'-^^ =.2п(4п±3)-4-1; 



р^-1 



следовательно въ первомъ случае ^— д — есть число четное, во 
второмъ нечетное, и сообразно съ этимъ им^емь — )^1 или 
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49. Основываясь на предыдущихъ теоремахъ, мы заклю- 31^>и^е.')<,н.*е-^ 
чаемъ, что опредшеше всякаго символа ( — | можно свести на Де^а^>1^а 
вычислеше одного или н'Ьсколькихъ символовъ (— |, [—)у' . ., 
въ которыхъ члены г, /, . . . будутъ положительными, нечетнывш ^ 

и мекЬе у. 

Возьмемъ для примера символъ [о^\ Наименьшш отрица- 
тельный вычетъ числа 956 по модулю 613 есть — 270; по- 
этому ИМ'ЬеМЪ ■ гп^^,. ^^^, ки^. 

/9бб\ _ / — 270 \ _ /--1\ /270\ _ /270\ 
\613/ V 613 7 \613/ \613/ \613/" 

Разлагая 270 на простые множители, находимъ 270 = 
2. 3^. 5; сл^Ьдовательно 

\613/ \613/ \613/ \613/ 

Такъ какъ число 613 есть вида 8п — 3, то (513) = — 1? 
всл4дств1е этого можно написать 

\613/ \613/ \613/' 

Вычислеше заданнаго символа приводится такимъ образомъ 
къ вычислешю двухъ другихъ символовъ, въ которыхъ верхнхе 
члены суть 3 и 5. 

та же самыя' теоремы даютъ иногда возможность опред'6- 
лить значеше даннаго символа. 

Наприм'Ьръ, для р=д1, находимъ 

(^=(^?)=(^)=(^?)=(^^)=-^■ 
©=(^)=(1?)=-(1)©=-© 

П. .9 
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— 1, 



1зу V 31 ^~~\31/ ( 31 ^ \31/ ~ 

(31) = (-ЗГ) = ~(ЗГ) = ' 

(зт) = (-зг) = — (зг) = 



3^скага1^^лл>_- 50. Пусть 2? И д изображаютъ два кашя нибудь различный 
стСсзлКоао. дростьш числа, оба бол'бе 2. Всякое число а, не д'Ьлящееся на 
произведеше р^^ даетъ относительно модулей р жд два соотв'бт- 
ствующихъ, абсолютно малыхъ вычета, знаки которыхъ суть 
опред'Ьленные, за исключенхемъ одного случая, когда а д'Ьлится 
на р или на д; тогда одинъ изъ означенныхъ абсолютно малыхъ 
вычетовъ будетъ равенъ нулю, всл'Ьдствте чего знакъ его будетъ 
неопред'бленнымъ. 

Сообразно этому всЬ числа не д'Ьлящ1яся на р^ можно рас- 
пред'Ьлить на восемь классовъ въ порядке указанномъ следую- 
щею таблицей: 



Абсолютно Г по модулю^) 

малый вычетъ \ по модулю ^ 

Классъ 



О н 

н 

1 II III IV 



V VI VII VIII 



Очевидно, что числа, сравнимый по модулю ^д, принадле- 
жать къ одному и тому же классу, и если согласимся такхя числа 
не считать за различный, то можно будетъ сказать, что число 
чиселъ, принадлежащихъ къ какому нибудь изъ вышеперечис- 
ленныхъ классовъ, опред'бляется числомъ чиселъ, содержащихся 
въ ряду 



(1) 



1,2, 3, 4, . . ,р^—1 



и принадлежащихъ къ этозгу классу. 
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Такъ какъ числа р т ^ взаимно простыл, то, каковы бы ни 
были числа а и Ь, всегда въ (1) найдется одно и только одно 
число х^ удовлетворяющее одновременно двумъ услов1ямъ 

х^а (той. р\ х^Ъ (той. ^). 

ч 

Это даетъ возможность определить число чиселъ, принадле- 
жаш;ихъ къ каждому классу. Обозначивъ чрезъ %^ число чиселъ, 
принадлежаш,ихъ къ г-ому классу, им'Ьемъ 



(2) . . . . 

при чемъ 



а — 1 ю — 1 

^1 = ^2 = ^, ^3 = ^4=^, 

_^ _^ _. _ (р-1) ((?-!) 



п^ = п, 



:П. 



'% 



4 



П, 



■^« 



-2 ■ • • .-*-П8=М— 1. 

Разд'Ьливъ теперь числа (1) на дв* отд'Ьльныя группы 
(3) 1,2,3,. 



' 2 ' ' 



изъ коихъ первая состоитъ изъ чиселъ < у, а вторая изъ чи- 
селъ >^, мы обозначимъ соответственно .чрезъ V^ и ь^ число 
чиселъ въ (3) и (4), принадлежащихъ къ г-ому классу. Полу- 
чаемъ такимъ образомъ 16 новыхъ чиселъ г;1, ^а, . . . ^8> 
^1? ^'г? • • -^'в? между которыми им^ютъ м^сто несколько очень 
простыхъ зависимостей. Прежде всего укажемъ на гЬ соотно- 
шетя между числами V^ и у\^ который вытекаютъ почти непо- 
средственно изъ самаго ихъ опред^летя. Во первыхъ, очевидно, 
что V^-^V\=^п^, Это даетъ такую группу уравненш: 



(5) 



у^-^V\ = V^-^-V\ = ^^, Г^- 



■V^ = V^■ 



" 2 ' 



■'Оь = %-^^Ь^Ь-^'^1 = '0%- 



_ (^,-1)(<г-1) 

• «^ 8 — 4 ■ 



9* 
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Дал^е мы зам-Ьчаемъ. "гго если число а содержится въ (3) 
и прииадлешитъ къ первом}" классу, то }щ — а содержится въ (4) 
и иринадлешЕтъ ко второму классу. Равнымъ образомъ и нао^о- 
ротъ, всякому чвслу а въ (4), принадлежащему ко второму 
классу, соотв4тствуетъ въ (3) чтело р^ — а^ принадлежащее 
къ первому классу. Поэтому ясно, что ь^ = гк- 

Разсуждая подобно предыдущему, можно уб-Ьднться въ 
справед.тивости всйхъ ннжесл-Ьдующихъ равенствъ: 



(6) 



{У\=Ь^, V'^=V^, У^=Р„ V',= V^, 



на основаюи которыхъ, задача о вычисленш 16 чиселъ ^^, и'. 
ирвводится къ опред'Ьлешю половины всего ихъ числа, ?меш1о: 
. г;,; 
Изъ (5) и (6) выводамъ 



«'1, «^2, • 



(7) 



г^1 



•«'.=4^, 



V, 



г\ 



_р-1 



*^5^^е = ^7- 



_{р-1)к-1) 



^8— 4 

Чтобы подучить еще друНя соотношен1я между числами 
V^^^, . .V^^ мы предлагаемъ себ-Ь вопросъ; каково число чисе^гь 
въ (3), коихъ абсолютно малые вычеты по модулю ^ отрица- 
тельны. 

Очевидно, что это число равно сушг! V^-^V^-^г}.; но, 
съ другой стороны, числа, о которыхъ идетъ р-Ьчь, суть сл-Ь- 
дуюпця; 



? 



3-ь 

22^ 



2Ч-1 






2 ' 
9 



1±б ^ 



2 ' 



23 



н-3 ^ 

2-' 2 

дн-3 



^ч-5 



,. . .22—1, 



23- 



д-1-б 



,. . .32—1, 



«113 в:ь1 1^-3 

2^2' 2 ^ 



V'V^■ 



2 ■ 



13—3 
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Отсюда видно непосредственно, что ихъ число равно 



— — ^У^ — -; следовательно 



_(р-1)(д-1) 



(8).. V,-^V,-^V, = '^^^ 

Подобнымъ образомъ удостоверяемся въ справедливости 
Формулы 

(9).... г>,-ьг>е-н., = <^-^У^-Ч 

Уравнешя (7), (8), (9) не даютъ еще возможности выразить 
числа V^, ^2) • • -^8) к^^'ь функцш отъ |) и д; для этого недо- 
стаётъ двухъ соотношетй, которыя должны принадлежать къ 
совершенно другому типу, ч'Ьмъ предыдущхя. Т^мъ не мен^е 
изъ полученныхъ равенствъ вытекаетъ сл4дств1е, имеющее 
очень большое значеше въ теорхи чиселъ; оно и составляетъ 
главную д'Ьль настоящаго изыскан1я. 

Замечая, что числа, содержащаяся въ (3) и принадлежащая 
къ четвертому классу, совпадаютъ съ гЬми числами въ ряду 

2, 23, Зг,. . .^г, 

коихъ абсолютно малые вычеты по модулю |) отрицательны, мы 
заключаемъ на основанхи 4-ой теоремы предшествующаго но- 
мера о справедливости такого равенства 

(10) (!) = (_ 1)\ 

Подобно этому им^емъ также 

(11)............ (!) = (- 1^^ 

Съ другой стороны, изъ (8) и (9) выводимъ 
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отсюда, внося на м1Ьсто г^^ н- V^ зиачете, опред'Ьляемое однимъ 
тъ (7), получаемъ 

Следовательно 

(_ 1/^ (_ 1)^^* = (_ 1)^'^^ 4^. 

Внося въ первую часть посл^дцяго равенства иа М'Ьсто каж- 
даго множителя соответствующее выражеше по (10) ш (11), 
получаемъ 

(I) (!)=<- •)-'^- 

Умногкая об4 части на (■^] в замечая, что [ |-| ^ 1, преды- 
Д5ТЦ5ТО Формулу можемъ написать такъ: 



(«) Ш=Ш(-'> 






Это и есть та Формула, которую мы желали вывести. Она 
даетъ следующую теорему. 

Теорема. Жсли р г* д сушь различный 71ростыя числа^ оба 
бол}ье 2, то 

(1)=(й<-»^'^- ■ 

Сл-Ьдетвге. Если по крайней мщт одно изъ чиселъ р^ д 
есть вида 4п-н 1. то 

если же оба чгтла р и д суть вида 4п-н 3, то 



(!)=-©• 



Эта зависимость между двумя взаимно обратнызш символами 
известна подъ еазван1емъ закона взаимности иросты хъ чисе лъ. 
Гауссъ первый далъ строгое его доказательство ; онъ далъ ихъ 
несколько; тОз которое мы изложили здйсь, есть пятое. 
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51. Изв-Ьстно, что знакъ абсолютно малаго вычета числа ^^^<^(«1^т^лм^'\^^^ 
ПО модулю р опред-Ьляется Формулой „,^^,^ (н|1в\ол. 

. (- 1)^^ 

при чемъ Е— изображаетъ наибольшее д'Ьлое число, заключаю- 
щееся въ — (см. п^ 28). Это позволяетъ представить величину 
символа (— ) въ особенномъ вид*. 

Теорема 1 . Значете символа ( — | опредгьляется уравнетемъ 



^ (Р-1)Я 



^бр — г 

' 2 , 



На самомъ д'Ьл'Ь, обозначая знаки абсолютно малыхъ выче- 
товъ чиселъ 

^, 2г, зз,. . .^3 

соответственно чрезъ 

(-1)', (-1)^ (-1)\...(-1) 
по одной изъ вышедоказанныхъ теоремъ им'Ьемъ 

Съ другой стороны, имЬемъ 

(-1)V = (-1)^-1^; 
следовательно 

(1) \р) = ^~^^ ' ' ' 

что и требовалось доказать. 
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Последняя теоревт справед-шва нри всякомъ числ'Ь д. Но 
ее трудио вывеста изъ нея, какъ сл-Ьдствхе, другую, бол^Ье про- 
стую теорему, которая може^гъ служить для опред'бленхя (—1 
при 2 цечетномъ. 

Теорема 2, Если число § нечеште^ то зптеше \^\ опре- 
деляется уравнетемь 

Д^&йствительно, ест ^ означаетъ какое нибудь нечетное 
ЧЕСло, не делящееся на^э, то сумма ^-^2^ представляетъ число 
четное, не Д'Ьлящееся на^?, всл1>дств1е чего |(2 -+-!>) представ- 
ляетъ ц'Ьлое число, не д1Ьляхцееся на р. Принимая это во внвма- 
Н1е5 внесешь въ об'Ь части (1) |(д?н-|г) на м-Ьсто ^] получаемъ 

^-1 _^'-^. 



(^) = (-!)■ 






-I- . . . -ь Б- 



?+'~д-р 



Но 



р 



•Е^, 






Е =^-кЯ-р-; 



следовательно 
(1М|^>) = ,_„' 

или, проще, 

(^)-(-1У 



р-1 



^ р р 



^ р Р р ^ 
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Умноживъ об-Ь части этого уравнен1я на (— ), получаемъ 



Р-1 



р р р 



Но по изв'Ьстнымъ намъ теоремамъ им'Ьемъ 
поэтому предыдущее уравнеше можно представить такъ: 

р-1 



Д'Ьлая зд'Ьсь д = 1 и зам'Ьчая, что 



.^-1. 



р-1 



находимъ 



\р/ ' р р р ' 



откуда выводимъ 

8 



Этотъ результатъ представляетъ собой теорему 5-ую пР 48, 
которая такимъ образомъ доказана нами вновь. 
Внеся въ (2) величину (—V находимъ 



р^-1 



(3) (Й = (-1)^^^ 

что и следовало доказать. 

Теорема 3. Если с[ число нечетное и меньше р^ то значенге 
(—] опредгьляется уравненгемг 

© = (-!/ 

,Соо§1е '' 



р-1 д-1 тр р т^2р 


' ^ Я . 
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Для доказательства воспользуемся Формулою, выражающей 
равенство ц'Ьлой части количества х и числа ц'Ьлыхъ чиселъ ее 
превышающихъ х (см. ч^ 9), 

(4) ^:г = ф)-^-е(|)-не(|)-н. . .,, 

при чемъ знакъ е(о) изображаетъ нуль или 1, смотря по тому, 
будетъ ли количество о правильной дробью или неправильной. 

Обозначая для сокращешя показатель во второй части (3) 
чрезъ Ж", и внося на м'Ьсто каждаго члена въ его выражеши 
соответствующее значенае по Форвг^'Л'Ь (4), получаемъ 

(5) ...(|)=(-1)" 

(в) Ж=.(|)*.(|)^...^.(4)*... 



Во всякомъ столбц'Ь второй части посл^дняго уравнешя 
члены очевидно не могутъ убывать; поэтому если посл^дшй изъ 
нихъ равенъ нулю, то и всЬ предшествующхе также равны нулю, 
и весь столбецъ будетъ состоять изъ однихъ нулей. За такимъ 
столбцомъ всЬ посл^дуюпце столбцы будутъ очевидно также 
состоять изъ однихъ нулей. Отсюда сл'1дуетъ, что въ Формуле (6) 
можно удержать только т^ столбцы, въ которыхъ посл^дше эле- 
менты не равны нулю, всЬ же остальные отбросить. Но посмо- 
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тримъ, сколько въ посл'Ьдней строк'Ь (6) находится членовъ рав- 
ныхъ 1. Чтобы п-ый членъ былъ равенъ 1^ им'Ьемъ условхе 

откуда выводимъ 

— 2 2р 

А такъ какъ по предположетю р> д[,^ то ^^^ есть пра- 
вильная положительная дробь, и сл'Ьдовательно последнему не- 
равенству удовлетворяютъ сл'Ьдующхя значенхя п : 

1г=1, 2, 3,...^. 

Отсюда заключаемъ, что въ (6) можно удержать только 
^^ столбцовъ и написать такъ: 

(Г) 









"^Л (Ч^^ 



е\ у -не 




2? / \ 22> 



Ни одна изъ дробей подъ знакомъ е въ (7) не равна 1. Ибо 

полагая 

1р = тд 

и зам'Ьчая, что р т д относительно простыя, мы заключаемъ, что 
I должно делиться на 2, а т на р; но ни то, ни другое м^Ьста 
не им'Ьетъ по причин* двухъ очевидныхъ неравенствъ: 



отсюда 
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Если количество о не равно 1, то 

Ф)-*-е(-^)=1, 



По этой Формул'б можно преобразовать каждый членъ въ (7); 
всл4дств1е чего на мЬсто (7) получаеА1ъ 

-к*)-'(1)---^№) 



— е 



{ф-УХФ-:)-- 



П-1 



— е 




Сл4дуетъ зд'Ьсь обратить вниманхе на то, что посл-Ьдеяя 
строка во второй части состоитъ из-ь однвхъ нулей; ибо посл'Ьд- 
няя строка въ (7) состоитъ изъ одшхъ единицъ. 

Суммируя члены во второй части (8) по столбцамъ, находимъ 






=ч. 






т-^т 



^г-1 



^Р-'^. 



9-1 



= ^- 
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Сл-бдовательно 



^^^^_^^_^^^_^^ ^_^_2 



- — р 



2 2 а й 

Внесши это выраженхе въ (5), получаемъ 



©=<-•> 



У-1 
р — 1 9-1 _^Р _^2Я_ _ ^ 2 ^ 



ЧТО и требовалось доказать. 

Съ помощью двухъ посл'Ьднихъ теоремъ получается новое 
доказательство закона взаимности простыхъ чиселъ. ДМстви- 
тельно, пусть ри ^ изображаютъ два кашя нибудь различный 
простыл числа, оба нечетный и положительный, и положимъ 
^ <С.Р-^о теорем^Ь 2-ой им'Ьемъ 

[^) = {—1У ^ ^ ^ , 

а по теорем-Ь 3-ей можемъ написать 

(|-; = (— 1) 2 ' ' ^ ^ • 



Перемножая почленно два посл*дн1я уравнешя, находимъ 



Р-1 7-1 
2 2 



что совпадаетъ съ теоремой, доказанной въ п^ 50. 

52. Съ помощью .закона взаимности получается возможность ^скам1 и км кук 
определять величину какого угодно символа (— ]. Намъ известно, ^ош^ ^ньс^^ 
что на основанш ран^е доказанныхъ теоремъ опред'Ьлеше (— ) ^*^н^^ )• 
приводится къ вычислешю одного или нЬсколькихъ символовъ 
( — ], въ которыхъ верхнхе члены положительные, нечетные, 
простые и <2). Ко всякому подобному символу прим'Ьнивъ за- 
конъ взаимности 
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31Ы сведемъ вопросъ объ опред'Ьленш его велдчины на вычисле- 
Н1е обратнаго символа (^\ къ которому, въ свою очередь, 
можно прим'Ьнять опять начальныя теоремы и свести вопросъ 
на вычислеше одного или н^сколькихъ символовъ вида (— ], 
въ которыхъ верхнхе члены положительные, простые, больше 2 
и меньше г. Къ этимъ посл'Ьднимъ прим'Ьняемъ вновь законъ 
взаимности, и продолжаемъ эти дМствхя до тбхъ поръ, пока не 
дойдемъ до символовъ ( — ] или ( — |, которыхъ величину легко 
найдемъ, а чрезъ нихъ опред'Ьлится и искомый. 

Примгьрь. Пусть будетъ дано найти значенхе (толт)- 
Д*ля 3153 на 1201 находимъ въ остатк'Ь 751; откуда сл-Ь- 
дуетъ, что 

/3153\ /751\ 

\1201У \1201/' 

По закону взаимности выводимъ 

\1201/ ^ ^ \751/ \751/ 



Потомъ д'Ьлимъ 1201 на 751 и получаемъ въ остатк'Ь 
450 = 2. 5^. 3^. Это даетъ намъ 



Соединяя всЬ эти уравненхя, находимъ 

/ 315а \ . 

\1201/ ^' 

$ Ш. Сииволъ Якоби. Его свойства и способъ вычислен1я. 

53. Единствепный недостатокъ вьппеизложеннаго способа 
для опред'Ьленхя величины (— | состоитъ въ могуш,ей встретиться 
необходимости разложить число на простые множители, что для 
большихъ чиселъ бываетъ часто весьма затруднительно. Недо- 
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статокъ этотъ устранилъ Якоби при помощи н'Ьсколькихъ но- 
выхъ теоремъ, получаемыхъ отъ обобщешя основныхъ свойствъ 
символа Лежандра. 

Обобщете это основано на разсматриванхи символа (у\ 
въ которомъ элементъ Р есть число составное, но положительное 
и нечетное; ^ предполагается простымъ съ Р. 

Полагая 

гд'Ь р1, р^у . -Рп изображаютъ простые множители, означенный 
символъ опред'Ьляемъ по сл'Ьдующей Формул'Ь: 



(^)~и)и)- "\Упг 



при чемъ множители во второй части представляютъ символы 
Лежандра. Изъ такого опред'Ьленхя сл'Ьдуетъ, что въ частномъ 
случа'Ь, когда Р есть число простое, символъ Якоби совпадаетъ 
съ символомъ Лежандра; по этой-то причин* мы были въ прав'Ь 
изобразить символъ Якоби такимъ же знакомъ, какимъ согласи- 
лись прежде изображать символъ Лежандра. 

Прежде ч'Ьмъ приступить къ выводу основныхъ свойств1> 
новаго символа, докажемъ нижесл'Ьдующхя дв* леш1ы. 

Лемма 1 . Для всякаго нечетнаю числа 
им1ъетъ мгьсто сравнете 



Р— 1 
2 



гдть знакъ суммы простирается на значенгя г = 1, 2, . . ,п. 
Въ самомъ Д'Ьл'Ь, написавъ уравненхе (1) такъ: 

Р={1'^{р,-\)){\-^{р^—1)).. .(1-н(^.^— 1)), 



^^^^^^р — — 

перемножимъ между собою двучлены во второй части; получаемъ 

Р^1-ь2.(2.,-1)-^-2.^.0>,-1)а;^— 1}-4-..., 

гд-Ь знаки С}тимы простираются соответственно на всЬ произве- 
ден1я элементовъ ^^1 — 1, ^^^^ 1, * . .р^ — 1 по одному, по два 
и т. д* А такъ какъ каждый изъ означенныхъ элементовъ есть 
число четное^ то каждое нхъ произведен1е по два даетъ число 
д'Ьлящееся на 4; вслйдств1е этого посл-Ьднее уравнен1е прево- 
Д1тъ къ следующему сравнен1ю 

Р— 1 = 2|(2?.— 1) (той. 4). 

Зд-Ьсь об'Ь части, равно какъ и мод}^ль, д^Ьлятся на 2 ; по- 
этому выводимъ 

что и сл16довало доказать. 

Лемма 2. Для есякшо нечетито числа 

гшгъешъ м^ьтш сравненъе 

Для доказательства представимъ Р^ въ такомъ виде: 

перемножимъ между собою двучлены во второй части; полу- 

чаемъ 

Такъ какъ числа 2^^, |)д, , , .р^ но нредположенгю суть не* 
четныя, то каждый изъ элементовъ 
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♦ 

д-Ьгатся на 8, всл'Ьдствхе чего нзъ посл4дняго уравнешя заклю- 

чаемъ 

р2 — 1 = 2 (2?/ — 1) (той. 64). 

Об* части, равно какъ и модуль, посл^Ьдняго сравнешя де- 
лятся на 8 ; поел* сокращешя получаемъ 



щ2^^(шой.8), 



р^ — г Х? 1?Г^— 1 



или подавно 

что и требовалось доказать. 

54. Докажемъ теперь, что символъ (^) удовлетворяетъ 
вс*мъ т*мъ уравнен1ямъ, которыя служили намъ для опред*- 
дешя величины символа ( — ] при р простомъ. 

Теорема 1. Величины (-р) и (^) при Р сложномъ опредть- 
ляются точно шакоюе какъ и при Р простомъ, именно: 

Въ самомъ д'Ьл*, полагая Р=Р1Р2- - -Р^^ ^А^Р11Р2У * -Рп 
простыя числа, им'Ьемъ 

®=шш---ш.(^ьш(к)---(е 

откуда заключаемъ 

(^)=1, (-) = (_ ,Д«^, 

На основати первой леммы, доказанной въ предыдущемъ 
номер*, им*емъ 

гд* I число ц'Ьлое; следовательно 

)^^ 2 _./ п 2 — г П 2 



10 
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Внося это выражен1е на м^сто второй части въ предыдущую 
Формулу находимъ 

что ^ сл-Ьдовало доказать. 

Сл'Ьдств1е. Если Р есть вида 4т -ч-!, то (^1=1; 
если оке Р есть вида 4т -ь- 3, пю (^ ) = — 1 . 

Теорема 2. Если ^ равно ироизведенгю чиселъ ?1, ^з» • • • 2т ^ 



то 



инш--т 



Действительно, полагая Р^РхР^- . -Рп^ гд^^^р^^з?- • Рп 
простыя числа, им'Ьемъ 

(1)=©(1)---Ш- 

Съ другой стороны, по свойству символа Лежандра, имЬемъ 

\Р2/ ~ [к) \Р2) * ' ' \^/' 



\Рп) \Рп) \Рп) ' ' '\РпГ 

Перемножая эти уравнен1я между собою и зам'Ьчая, что про- 
изведете всЬхъ множителей во вторыхъ частяхъ, образующихъ 
г-ой столбецъ, есть 



находим^ъ 



(Ю(?.)---(й)=(1). 
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Сличая это уравнеше съ предшествующимъ выражешемъ для 
(р)у получаемъ 

что и требовалось доказать. 

Сл'Ьдствхе. Въ символть (у) можно выкидывать шъ со- 
става ^ точные квадраты. 

Теорема. Величина символа ( р) опредгьляет^я по формул^ь 



8 . 



Действительно, полагая, какъ прежде, Р=1?11>2 • • • 2^«? 
гд'Ь^>1,^>2?• • • тасла простыя, им'Ьемъ 



(р) — и)и)- • \р^^ 



откуда заключаемъ 

(|) = (_1) в 8-8 =(_1)^ 8 . 

Но на основанш второй леммы предыдущаго номера им^^емъ 

Сравнеше это показываетъ, что об'Ь его части суть одно- 
временно четныя или нечетныя; поэтому им^етъ м'Ьсто уравненхе 

(-1)^ в _(_1) 8 , 
Соединяя это уравненхе съ предшествующимъ, заключаемъ 

Р^-1 

(!) = (- „—, 
ЧТО и следовало доказать. 
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Сл-ЬдстЕхе. Если Р есть вида 8п±1, то (-|^|==1; 
если оюе оно вида 8п ± 3, то (-р) = — 1 . 

Теорема 3. Если числа ^ и ^' сравнимы по модулю Р^ то 

Д^йстввте^и>но, полагая Р=р^р^. . •!)„, гд* р^^р^^ • ■ • 
числа простыя, ивгбемъ рядъ сравнешй 

а = д'(ш(Л.р,),' 



<? = <?' (той. |)„), 
на основанш которыхъ заключаемъ 



\Рп)~\Рп)' 

Перемножая между собою вей эти уравнешя и замечая, что 
произведете первыхъ частей представляетъ величину символа 
1-^1, а вторыхъ частей — величину символа (^1, получаемъ 

(!)=($)■ 

ЧТО и требовалось доказать. 
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Теорема ♦. Если Р %(, ^ суть числа относительно простыл, 
оба полооюительныя и нечетныя, то 

I 

На самомъ д-Ьл*, положивъ -Р =1>1 1>2 • • •1^п> ^ = 21 2з • 
ГД'Ь 1>1, ^2> • • • 21) 22» • • • тасла простыл, илгЬемъ 

(1)=(1.)(1)---Ш=(»(й)---(^) 



1т 5 



Уравнеше это можно написать такъ: 

■ (1)=П(1). ' • 

при>1емъ знакъ пропзведен1я простирается на значенья 

г^ 1, 2^ 3,, . . и, 
\/= 1, 2, 3,, . ,ш. 

По закону взаимности простыхъ чиселъ им^емъ 

Внося это выраженье во вторую часть предыдущаго урав- 
нен1Я, нолучаемъ 

(1)=П(|)'-ч 
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или 



.(1)=П(|)П<-')" 



ЛИ 



Разсматривая зд'Ьсь вторую часть, какъ произведете двз^хъ 
множителей, мы зам'Ёчаемъ, что первый множитель представт 
ляетъ величину символа (-^), второй равенъ 

гд-Ь знакъ суммы простирается на всЬ значен1я значковъ г и ^'. 
Сл1Ьдовательно 

Ч'^ 2 2 



Сумма во второй части разлагается на произведете двухъ 
многочленовъ 

^22 ^ 2^2' 

поэтому можно написать 

Но по первой лемм*, доказанной въ предшествующемъ но- 
мер*, им*емъ 

откуда выходить 

21),— 1^д,-1 Р_1 ^-1 

,-2- 2^. V ^ -^ -2- (•"О'!- 2)- 

01д1&ес1ь!/СоО^1е 
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Это сравненхе показываетъ, что об* его части суть четныя 
или нечетныя одновременно; поэтому им'Ёемъ 

(—1)^ 2 ^ 2 =(_1) 2 2 ^ 

Внося въ предшествующее выражеше символа ( -^ ) на м'Ьсто 
вторагб множителя только что полученное, равное значеше, на- 
ходимъ 



2 



что и сл^Ьдовало доказать. 

Сл'Ьдств1е. Ес^и по крайней мтьр^ь одно изъ чиселъ Р, ^ 
есть вида 4п-ч-1, то 

если же оба они вида 4п -ь- 3, ^«о 

(•?)=-(|)- . 

55. На основаши всего вышеизложеннаго, чтобы опред*^ 
лить величину символа (у к во всякомъ частномъ случа* можно 
поступать сл-Ьдующимь образомъ. 

Найдемъ абсолютно малый вычетъ числа ^ по модулю Р 
и представимъ его такъ: 

гд'Ь а^ равно нулю или 1 , \ можетъ равняться нулю, г^ число 
нечетное и положительное. 

Поел* этого, если г^ > 1 , находимъ абсолютно малый вы- 
четъ числа Р по модулю г^ и представляемъ его такъ: 
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Загб111>, если Г2>1, находимъ абсолютно малый вычетъ 
числа г^ по модулю г^ и, подобно предыдущему, представляемъ 
его въ вид* 

(— 1Г»2^»Гз. 

Такимъ образомъ сл^дуетъ действовать до тбхъ поръ, пока 
не дойдемъ до г^ = 1 . Полученньпмъ такимъ образомъ вычетамъ 
соотв^тствуеть рядъ уравнетй 

Р— 1 , Р2 — 1 Р— 1 г.—! 
г.— 1 ^ Л^— 1 г,— 1 Га— 1 



Отсюда величина (у) получается непосредственно. ^ 

Символъ Лежандра, будучи разсматриваемъ, какъ частный 
случай символа Якоби, можетъ быть вычисляемъ по сейчасъ 
указанному способу, при чемъ мы избавлены отъ необходимости 
разлагать числа на простые множители. 

иримпрб. Пусть дано будетъ определить значете (5989)* 

На основаши закона взаимности выводимъ 

/2251\ /5939\ 

\5939/ \22б1/' 

деля 5939 на 2251 и находя въ остатке — 814, заклю- 

/6939\ _ / ~1\ / 2 \ /407\ _ /407\ 
\22б1/ \22б1 ^ \2251/ \22б1/ \22б1/* 



чаемъ, ЧТО 



Но опять на основаши закона взаимности находимъ 



/407\ /22б1\ 

\2251/ \407/* 
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Д-^ля 2251 на 407 и находя въ остатке — 191, заклю- 
чаемъ, что 

/22б1\ _ /— 1\ /191\ /191\ 

\ 407 / \407/ \407У \407 ^* 

Продолжая такимъ образомъ, выводимъ 

\407/ . \191/ \191У \191У 

Соединяя полученный уравнен1Я, находимъ 



/2251\ , 

\5939/ ^* 



§ IV. Р^^ен1е еравнен1я х^=а {то&.р) въ н16которыхъ 
частныхъ «дучаяхъ. 

56. Поел* того, какъ мы научились узнавать, возможно ли 

сравнен1е 

x^^^ (той. р) 

или н*тъ, намъ следовало бы заняться способами нахождешя 
самаго р-Ьшенхн, когда оно существуетъ. Но вопросъ этотъ 
остается открытымъ. За исключенхемъ н'Ькоторыхъ частныхъ 
случаевъ, мы не им-Ьемъ ни общей Формулы для искомаго р'Ьше- 
шя, ни удобнаго способа для вычислешя его; вообще говоря, 
приходится во всякомъ частномъ случае или испытывать пооче- 
редно всЬ числа не превышающ1я половины модуля, или же поль- 
зоваться спещальными таблицами, употребленхе которыхъ бу- 
детъ объяснено впосл'Ьдствхи. 

Между частными случаями заслуживаетъ вниман1я сравнеше 

х^^ — 1 (той.р), 

когда модуль есть вида 4п -ь- 1 ; тогда им'Ьемъ 

х = ±1.2. г. . .^^(той.р), 

что очевидно на основаши теоремы Вильсона. 
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Случай, когда модуль есть вида 4п -ч- 3, не представляетъ 
никакихъ затрудненш относительно явнаго выражен1я корней 
сравнешя 

(1) х^^д{тоА.р); 

тогда им-Ьемь . 

р + 1 

(2) х^±д ^ (гаой.|)), 

при чемъ, конечно, предполагается, что (^)= 1. 

Чтобы пров'брить справедливость вышесказаннаго, возвы- 
П1аемъ об* части (2) въ ква драть; получаемъ 

что можно написать такъ: 



Р-1 

х^^д 2 3 (той. р). 



Но 

сл'Ьдовательно 
а такъ какъ 



Я ' =(|-)(то(1.2)); 
^^ = (|-)г(тоа.|)); 

то окончательно полз^аемъ 

х^^д {тоА.р). 

Это показываетъ, что Формула (2) опред'Ьляетъ действи- 
тельно корни сравнешя (1). 



■Г:" 



ГЛАВА V. 

О квадратичныхъ вычетахъ и невычетахъ. — О д-Ьлителяхъ формы 

1^ — Ш\ 

§ I. О квадратичныхъ вычетахъ. 

57. Число 3, простое съ^),* называется квадратичиымь вы- 
четомъ посл'Ьдняго, когда сравненхе 

x^^^ (той. р) 

им^етъ р'Ьшеюе; в'ь противномъ случае ^ называется квадра- 
тичнымь невычетомъ числа ^?. 

Очевидно, что числа сравнимый по модулю р суть одновре- 
менно или квадратичные вычеты или квадратичные невычеты. 

Вс* квадратичные вычеты простаю числа р суть корни 
сравнен1я 

Ж 2 ^ 1 (той. р) 

или, что одно и то же, корни уравнешя 

1. 



(|)= 



ВсЬ квадратичные невычеты простаю числа р удовлетво- 
ряютъ сравнешю 



ж 2 ^ — 1 (той. р) 
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ЕЛИ, ЧТО ОДНО и то же, уравнешю 

-1. 

Половина чнселъ въ ряду 

1,2, 3,...1>— 1 

суть квадратичные вычеты, половина квадратичные невычеты 
(см. п^ 46). Первый будемъ изобража1*ь буквами а^, а^, . . . «^-1, 
вторыя буквами Ь^^Ь^^. . . Ьр_1. ^ 

Изъ свойства символа Лежандра, по которому им^^мъ 



ш(й=(?')- 



вытекаютъ сл'бдующхя предложешя. 

1*. Произведете двухъ квадратичнихъ вычетоеь а^ а. есть 
такоюе квадратичный вычетъ. 

2*. Произведете двухъ квадратичныосъ иевичетовъ Ь. Ь. есть 
квадратичный вычетъ. 

Ъ^.Мрошведенге а^ Ъ. квадратичнаю вычета на квадратич- 
ный невычетъ есть квадратичный невычетъ. 

Примпръ. Положимъ|)= 13. Чтобы получить всЬ квадра- 
тичные вычеты этого числа, мы д'Ьлимъ точные квадраты 
1, 4, 16, 25, 36 на 13; остатки 

1, 4, 9, 3, 12, 10 

суть искомые квадратичные вычеты. Числа не содержапцяся 
въ посл'Ьднемъ ряду, именно: 

2, 5, 6, 7, 8, 11 

суть квадратичные невычеты. Справедливость посл'Ьднихъ пред- 
ложенш пров'Ьряется непосредственно. 
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58. Та определенная связь, которая существуетъ между 
значешемъ символа (^) и возможностью сравненхя л^^ д (тоА.р)^ 
исчезаетъ при сложномъ модул*. Положивъ Р=Р1Р2' • -Рп^ 
гд* |)1, Рз? . • • тасла простыя, и допустивъ, что сравнеше 

(1) . . . х^^2{тоА.Р) 

имгЁетъ р^шенхе, мы заключаемъ, что х будетъ удовлетворять 
каждому изъ сравнешй 

x^^^ {тоА.р^)у 
а^=^{тоА.р^), 



(x^^^(тоА.р^; 
следовательно будутъ им^ть м^сто уравнен1я 

(2) Й) = >. © = '•■•■(*)='• 

ПО перемноженш которыхъ получаемъ 

(3) (|)=1. 

Это, какъ видимъ, есть условхе необходимое для того, чтобы 
сравнеше (1) было возможно; оно одинаково, какъ при про- 
стомъ Р, такъ и при сложномъ. Разница обнаруживается, когда 
поставленъ вопросъ о достаточности услов1я (3): при слож- 
номъ Р уравненхе (3) можетъ быть удовлетворено, между тЬмъ 
какъ нЬкоторыя изъ (2) не будетъ им-Ьть м^ста;. тогда сравне- 
Н1е (1) очевидно невозможно. 

Итакъ, изъ вышесказаннаго сл^дуетъ, что всгь квадратич- 
ные вычеты числа Р заключаются между ргыаенгями уравненгя 



(*)=■• 
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59. Разсматривая р-Ёшетя какого нибудь. изъ уравнешй 

0) (!)='• (г) — >• 

мы согласимся не считать за различный хамя р-Ьшенхн, которыя 
сравнимы по модулю Р; такъ что число р'Ьшенхй определится 
числом'ь чиселъ въ ряду 

1, 2, 3,...Р— 1, 

простыхъ съ Р и удовлетворяющихъ разсматриваемому урав- 
ненш. 

Такъ какъ символъ (^) не изм'Ьняетъ своего значешя если 
изъ состава Р выкинуть точный квадратъ, то относительно каж- 
даго изъ уравнен1Й (1) можно ограничиться предподожешемъ, 
что Р не делится ни на какой квадратъ. Но пока еще намъ 
н'Ьтъ необходимости вводить такое допущен1е. 

Если Р есть точный квадратъ, то уравнен1ю 



©= 



удовлетворяетъ всякое значенхе х\ напротивъ, уравнен1е 

не им^отъ вовсе р'Ьшенхя. 

Остается предполагать,. 4то Р не есть точный квадратъ. 
Тогда им1Ьетъ м'Ьсто следующая теорема. 

Теорема. Если Р не есть точный квадратъ^ то оба урав- 
ненъя 

(|)=. . (|) = -1 . " 

имгьють по одинаковому числу ртиенгй^ именно по §9(Р). 

Если Р число простое, теорема не представляетъ тогда 
ничего новаго; она повторяетъ то, что было нами изложено 
въ п^ 57. 
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Предполагая Р числомъ сложнымъ, мы обозначимъ чрезъ р 
одинъ изъ простыхъ множителей, входящихъ въ составъ Р 
съ нечетнымъ локазателемъ; пусть 

гд* Р' не д'Ьлится на р. 

Возьмемъ во вниман1е какой нибудь невычетъ числа р^ обо- 
. значимъ его чрезъ &, и отыщемъ число с, которое удовлетво- 
ряло бы такимъ двумъ сравнешямъ: 

с^Ъ (той. р)^ с ^ 1 (той. Р'). 

Очевидно, что с будетъ простое съ Р, и будемъ им'Ьть 

а такъ какъ т число нечетное, то сл-Ьдовательно 

1. 
Такимъ образомъ мы нашли одно р-Ьшенхе уравнен1я 

1. 



{Й=-' 



И)=- 



Но какъ только известно, что это уравненхе им'Ьетъ одно 
р'Ьшенхе, сейчасъ можно показать, что оно им'Ьетъ ихъ ровно 

Въ самомъ д'Ьл'Ь, обозначивъ чрезъ у наименьшш положи- 
тельный вычетъ произведен1я сх по модулю Р, мы зам^чаемъ, 
что если X простое съ Р, у также простое съ Р, и если х бу- 
детъ поочередно получать всЬ 9(Р) значенш, простыхъ съ Р 
и < Р, число у пройдетъ посл'Ьдовательно чрезъ т6 же значе- 
Н1Я. Всл4д'ств1е этого им'Ьемъ уравненхе 



2(^) =2(1)^ 
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а такъ какъ 

ТО слъдовательно 

2(т) =Ш' ' 

при чемъ знакъ суммы въ об^ихъ частяхъ простирается на вс* 
значен1я ж, простыл съ Р и <Р. 

Подставляя въ первой части (у) (у\ на м'Ьсто (у) и вьшося 
общш "множитель за знакъ суммы, получаемъ 

(у)2(1) =Пг) 

ИЛИ, подставивъ — 1 на м1Ьсто (^), 
отсюда выводимъ 

(«)■•• 2(у)=«- 

Если обозначимъ чрезъ т число р'Ьшен1Й уравненхя 
а чрезъ т' число решети уравненхя 

(1)=-., 

уравнеше (2) можно написать такъ: 

ш — ш =0. 
Съ другой стороны, им'Ьемъ очевидно 

Изъ двухъ посл^днихъ уравненш выводимъ 
т = т' = 19(Р), 
что и следовало доказать. 
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Вримгьрь. Р'Ьшенхя уравнешя Т^) = 1 суть сл'Ьдуюпця: 
0^=1,2,4,8, 
а уравнен1я (^А = — 1 : 

х=1, 11, 13, 14. 

§ II. О р1Бшен1яхъ уравнен1я ^^) = ±1 и о д^Блитедяхъ 

Формы ^^ — Ви^. 

60. Разсматривая символъ (—], мы постоянно будемъ под- 
разумевать, что I) не есть точный квадратъ; иначе значете 
символа не зависЬло бы отъ х и всегда равнялось бы 1. При 
х=\ согласимся принимать {-А = 1 . 

Представивъ I) въ вид'6 

1) = (_1)«2^^, 

гд'Ь а есть нуль или 1, Ъ можетъ равняться нулю, а ^ есть число 
положительное и нечетное, им^Ьемь равенство 

Но по закону взаимности 
следовательно 

делая для сокращешя 

8 = (-1Г-"^, в = (-1Д 

п. 11 
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получаемъ 



при чемъ е равно 1 или — 1, смотря по тому будетъ ли Ъ чет- 
ное или нечетное; 8 равно 1 или — 1, смотря по тому будетъ ли 
частное -^ вида 4п-»- 1 или 4п — 1. 

Съ помощью (1) легко уб'Ьдиться въ справедливости ниже- 
сл'бдующихъ двухъ теоремъ. 

Теорема 1. Величина \—\ будучи разсматриваема кат 
функцгя х^ есть пергодическая, съ пергадомь 41). 

ДМствительно, внося въ об-Ь части (1) ж -♦-41) на м-Ьсто х, 
получаемъ 

Зд'Ьсь во второй части, въ показателяхъ, можно отбросить 
члены 27) и 22)^, какъ четные и не им'Ьющ1е потому вл1ян1я 
на значен1я соотв'Ьтствующихъ множителей; можно сл'Ьдова- 
тельно написать проще 



Но д; -н 42) ^ Л5 (той. ^); поэтому 
и сл^Ьдовательно 

Наконецъ мы зам'бчаемъ, что 



б«'^=1; 
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ибо е тогда только равно — 1, когда В четное. Всл'Ьдствхе этого 
получаемъ 

(2) {^И-^^'^Ш 

Изъ (1) и (2) выводимъ 

ЧТО И следовало доказать. 

Сл-Ьдствхе, Если х^х^ (той. 42)), то 

Теорема 2. Если В^1 (той. 4), то величина символа (— ) 
представляешь пергодическую фуикцгю перемгьииаго х съ перго- 
домъ 22). 

Действительно, въ предполагаемомъ случае им^емъ 6=8=1; 
всл^Ьдствхе этого равенство (1) принимаетъ видъ 

(3) ©=(|). 

при чемъ ^ представляетъ числовую величину 2). 

Подставляя въ об-Ьихъ частяхъ (3) ж -♦- 22) на м^сто х и 
заигЬчая, что 

( х-^21) \ (х\ 

л я )~\ЯГ 
получаемъ 

(*) {^=Ш 

Изъ (3) и (4) выводимъ 

\х) \л;-ь21>/' 

ЧТО и следовало доказать. 

11* 
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СлйдстЕхе. Если В^1 (той. 4) и х^х' (той, 2В), то 



(?)=(?)• 



61. Изъ вышедоказаннаго сл*дуетъ, что если а удовлетво- 
ряетъ одному изъ уравнешй 



(?)=^.(#)=-^. 



ТО тому же уравнен1Ю будутъ удовлетворять всЬ Ъроч1я числа, 
сравнимыя съ а. по модулю 41). Поэтому мы согласимся для 
каждаго изъ означенныхъ уравненхй р1Ьшен1я, сравнимыя между 
собою по модулю 42), не считать за различный; и будемъ гово- 
рить, что каждое изъ этихъ уравнешй им'Ьетъ столько р'бшенш, 
сколько существуетъ чиселъ въ ряду 

1, 3, 5,. . .41) — 1, 

удовлетворяющихъ ему и, конечно, простыхъ съ В. 

Уравнете (— )=:1 им'Ьетъ всегда р'Ьшеше; это очевидно, 
ибо (— )=1. То же самое можно сказать и объ уравнешй 
— 1 = — 1 ; но только зд'Ьсь это не очевидно: необходимо дока- 
зать справедливость предложенхя. 

Для этого допустимъ сначала, что въ выражеши 

1) = (_1)«2^^ 

множитель ^ не есть точный квадратъ, и обозначивъ чрезъ 7г 
какое нибудь изъ чиселъ, удовлетворяющихъ условш 



•ш=-'- 



найдемъ число с, которое удовлетворяло бы двумъ такимъ 

сравнешямъ: 

с^к (той. ^) 

с ^ 1 (той. 8). 
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Внося ъъ равенство (1) »»*• 60 с на «гЬсто х, находимъ 

• Следовательно, ъъ предполагаемомъ случа* уравнешю 
( — ) = — 1 удовлетворяетъ число х = с. Остается доказать 
справедливость предложешя въ томъ случае, когда множитель ^ 
есть полный квадратъ. 

Тогда им^еть м'Ьсто равенство 

и не можетъ случиться, чтобы одновременно оба числа 8 и е 
равнялись. 1 ; ибо, по предположешю, В не есть точный квадратъ. 
Следовательно, возможны только следующхя предположенхя: 

8 = -1, е=1; 

-8=1, е = — 1; 

8 = — 1, е = — 1. 

Въ первыхъ двухъ им^емъ 

а въ третьемъ 

Итакъ, каково бы ни было I), уравнеше (— ) = — 1 всегда 
возмояшо. 

Съ помощью вышеизложеннаго легко доказать следующую 
теорему. 

Теорема 1. Между числами, простыми относительно АВ 
и не превыгаающими числовой величины 4Д половина удовле- 
творяетъ уравнешю 
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остальная половина — уравнент 



(Ю=-> 



Действительно, изображая чрезъ с число, удовлетворяющее 
условно 

возьмемъ во внимаше произведеше сх и обозначимъ его наи- 
меньшш положительный вычетъ по модулю 42) чрезъ у. 

Если х^ последовательно изменяясь, перейдетъ чрезъ всЬ 
9(42)) значенш простыхъ относительно 42) и меньше числовой 
величины 42), въ то время у, соответственно изменяясь, перей- 
детъ чрезъ те же самыя значешя. Отсюда вытекаетъ уравнеше 



2(?) =2(?)' 

где знаки суммы простираются на все вышеупомянутыя значе- 
Н1я переменнаго л; и на все соответствующ1я имъ значенхя у. 
Съ другой стороны, такъ какъ сх^у (той. 42)), то 

Изъ последнихъ двухъ уравненш выводимъ 

А такъ какъ 
то следовательно 
откуда заключаемъ 

(О 2(?)=<>- 
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Если обозначимъ чрезъ т число членовъ равныхъ 1 въ пер- 
вой части посл'Ьдняго уравненхя, а чрезъ т число членовъ рав- 
ныхъ — 1, то уравнеше (1) можно написать такъ: 

т — т =0; 

при этомъ им'Ьемъ очевидно 

ш-*-т' = 9(41)); 
сл-Ьдовательно 

т = т':=|ср(41)), 

что и требовалось доказать. 

Теорема 2. Если 2) ^ 1 (той. 4), то между числами^ про- 
стыми относительно 2В. и не превышающими числовой вели- 
чины 22), половшга удовлетворяетъ уравнент 



(?)=•• 



другая половина — уравнент 

1. 



(?)=-> 



Теорему эту легко доказать такимъ же образомъ, какъ и 
предыдущую, но можно также вывести ее, какъ сл'Ьдствхе преды- 
дущей. ДМствительно, обозначивъ чрезъ А числовую величину!), 
мы зам-Ьчаемъ, что въ то время, когда переменное х будетъ 
принимать послбдовательно веб значешя, простыя съ 21) и 
меньше 2Д, сумма Ж-+-2Д перейдетъ чрезъ всЬ значешя, про- 
стыя съ 21) и содержащ1яся въ промежутк'Ь отъ 2А до 4Д. 
Поэтому уравненхе (1) можно написать такъ: 



2(1)-2Ш=о. 



причемъ знакъ суйшы простирается на всЬ 9(22)) значенш х^ 
простыхъ относительно 22) и меньше 2А. 
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Но по одной изъ вышедоказанныхъ теоремъ им^^емъ 



следовательно 



или 






гд'Ь знакъ сузшы простирается на значешя х меньше числовой 
величины 2Б. Отсюда заключаемъ непосредственно о справедли- 
вости предложенной нами теоремы. 

Дримгьры. Полагая последовательно 1)=2, 3, 5, 6,... 
или В = — 1, — 2, — 3,. . . находимъ нижесл'6дующ1я реше- 
тя для уравненш вида 

©=■■ 



2 


1,7. 


3 


1, 11. 


5 


1, 9, 11, 19. 


6 


1,5,19,23. 


7 


1, 3, 9, 19, 25, 27. 


10 


1, 3,9, 13, 27, 31, 37, 39. 


И 


1, 5, 7, 9, 19, 25, 35, 37, 39, 43. 


13 


1, 3, 9, 17, 23, 25, 27, 29, 35, 43, 49, 51. 


14 


1, 5, 9, 11, 13, 25, 31, 43, 45, 47, 51, 55. 


15 


1,7,11,17,43,49,53,59. 


17 


1, 9, 13, 15, 19, 21, 25, 33, 35,43, 47, 49, 53, 55, 59, 67. 


19 


1,3,5,9,15,17,25,27,31,45,49,51,59,61,67,71,73,75. 
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в 




X 


- 1 


1 , 


- 2 


1, 3. 


- 3 




,7. 


- 5 




, 3, 7, 9. 


- 6 




, 5, 7, 11. 


- 7 
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Зд'Ьсь выписаны только тЬ р'Ьшен1я, которыя меньше число- 
вой величины 41); каждое изъ нихъ опред'Ьляетъ собой безко- 
нечное множество чиселъ, удовлетворяющихъ уравненш ( — ] = 1 . 
Такъ, наприм-Ьръ, всЬ р'6шен1я уравненхя 

опред'Ьляются по Формуламъ 

х^1 (той. 24), х^ 5 (той. 24), 
ж = 19 (той. 24), ж = 23 (той. 24). 

Въ случае, когда В ^1 (той. 4), довольно знать половину 
выписанныхъ нами р-Ьшенхй, именно т^, которыя меньше число- 
вой величины 22); ибо съ ними сравнимы по модулю 22) всЬ 
остальныя р'Ьшешя уравйешя ( — )= 1. Наприм'Ьръ, всЬ р'Ьше- 
шя уравнен1я 
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опред'Ьляются по сл'Ьдующимъ тремъ Формуламъ: 

х^1 (той. 14), х^9 (той. 14), ^г ^ 1 1 (той. 14). . 

62. Вопросъ объ отысканш д'Ьлителей даннаго числа есть 
одинъ изъ основныхъ и самыхъ важныхъ въ теорш чиселъ; 
имъ занимались таше математики, какъ Эйлеръ и Гауссъ. Спо- 
собы, предложенные ими, -оставляютъ желать многаго, тЬмъ не 
мен^е они даютъ возможность очень часто преодолевать труд- 
ности сравнительно легко; пока, само собою разум'Ьется, данное 
число не слишкомъ большое. 

Не находя возможнымъ вдаваться зд^сь въ подробности 
относительно этого предмета, мы ограничимся н'Ьсколькими об- 
щими замЬчан1ями. 

Наименьшш д'блитель сложнаго числа а, посл'Ь единицы, 
есть всегда н1Ькоторое простое число, не превышающее Уа. Для 
опред^лешн его приходится испытывать поочередно всЬ ц^лын 
числа, не превышающая Уа; и если между ними не найдется ни 
одного, который бы д'Ьлилъ а, то а будетъ числомъ простымъ. 
Понятно, что такое испытыванхе при значительномъ а представ- 
ляется невыполнимымъ; тогда необходимо искать особыхъ ука- 
заний, вьггекающихъ изъ индивидуальныхъ свойствъ заданнаго 
числа, который дали бы возможность уменьшить въ достаточной 
степени число чиселъ подлежащихъ испытанхю. 

Всякое число можетъ быть представлено въ вид^ квадра- 
тичнаго двучлена 

(1) а = 1^ — 1)и\ 

гд'Ь 1^ и^ В ц^лын числа отличныя отъ нуля, и очевидно, что 
такое представлеше можетъ быть вьшолнено безчисленными спо- 
собами. Допустивъ, что заданное число а уже представлено въ 
вид'Ь (1), мы замЬчаемъ, что въ случа'6, когда I и Ви им'Ьютъ 
общШ д'Ьлитель, разложеше а на произведете двухъ множите- 
лей получается непосредственно; поэтому мы предположимъ, что 
I простое съ Ви, Тогда им^етъ м'Ьсто сл'Ьдующая теорема. 
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Теорема. ВсякШ нечетный дтьлптель формы 1^ — Ви^ удо- 
влетворяетъ уравненгю 

Очевидно, что достаточно доказать справедливость теоремы 
для простаго делителя числа <^ — Ви^, Обозначивъ чрезъ р одинъ 
изъ такихъ д'Ьлителей, им'Ьёмъ 

1^ — 1М = (тоА.р). 

Зд'Ьсь и не Д'Ьлится на р; ибо въ противномъ случае I д'Ьли- 
лось бы на р, а между тЬмъ I простое съ и. Сл'Ьдовательно 
можно найти число гг', удовлетворяющее условхю 

ии^ 1 (тбА.р). 

Умножая об'Ь части предшествующаго сравненхя на и^^ полу- 

чаемъ 

{ШУ — В{тУ = О (той. ^;), 

откуда заключаемъ 

{ЫУ — В = 0{тоА.р). 

Но В не делится пар; ибо въ противномъ случа* I Д'бли- 
лось бы на 2), между т'Ьмъ В простое съ I; сл'бдовательно им'Ьемъ 

что и следовало доказать. 

Сл'Ьдствхе. Бсякгй нечетный дгьлитель суммы двухъ вза- 
имно простыхъ квадратовъ есть вида 4п -♦- 1 . 

Въ самомъ д'Ьл'Ь, такой делитель долженъ удовлетворять 
уравненш ( ^) = О, которое по модулю 4 им'Ьетъ одно только 
Р'Ьшетеж=1. 

Сл'6дств1е это вытекаетъ также непосредственно изъ леммы 
п^ 35. 
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Если намъ удастся данное число а или кашя нибудь его 
кратности представить несколькими способами въ вид'Ь квадра-^ 
тичныхъ Формъ 

1а = 1^ — Ви^^ 



гд* 1)и, 1)У, . . . суть числа простыл относительно а, то тогда 
всяюй делитель числа <1 долженъ будетъ удовлетворять каждому 
изъ уравнешй 

да (?)=1..(|)=>.- ■■(?)=>• 

При небольшихъ значенхяхъ 2), В\. . . можно воспользо- 
ваться таблицами р^шенхй уравнешй вида (2). По нимъ легко 
вычислить р'Ьшешя, общхя всбмъ уравнешямъ (2) и не превы- 
шающ1я Уа. Въ числ* этихъ посл^днихъ сл^дуетъ искать наи- 
меньшаго делителя числа а. 
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ГЛАВА VI. 

Сравнеше второй степени врп сложномъ модул-Ь. 

$ 1. Случай, когда модуль есть степень простаго числа. 

63. Всякое число, удовлетворяющее сравненш 

(1).-. /•Н^О(той.Л 

удовлетворяетъ.очевидно и сравнетю 

(2) т^О{той.р'^'-'); 

поэтому корга (1) сл'Ьдуетъ отыскивать между корнями (2). Если 
сравненхе (2) невозможна, то и (1) также невозможно. 

Обозначивъ чрезъ а любой корень (2), мы им'Ьемъ Формулу 

определяющую безчисленное множество чиселъ, принадлежа- 
щихъ вм^стЬ съ а къ одному и тому же классу по модулю ^?*^"~^ ; 
посмотримъ, н*тъ ли между ними такихъ, который удовлетво- 
ряли бы сравнетю (1). Для этого составляемъ сравнеше 

Да ■^р'^^Н) = О (той. р"^), 
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которое можно написать такъ: 

Да) -ь^>^-^А«) '^р^''НТ{о) -ь . . . = О (той. р"^), 

или, проще, 

({а) -+-1)^~^Г(а) ^ О (той. р^^у, 

ибо т^2, всл'Ьдствхе чего им'Ьемъ 2т — 2 >ш. 

Но число Да) д-Ьлится на_р"*""'; поэтому последнее сравненхе 
можно сократить на ^р^""* и представить въ бол-Ье простомъ 
вид'Ь, именно, 

(3) /'(а)«-ьЬ = О (той.р), 

гд'Ь Ъ изображаетъ частное, полученное отъ Д'6лен1я Да) на^?"*""*. 

Сравнете (3) — первой степени: если оно невозможно, то 
сравненхе (1) не им^етъ ни одного корня сравнимаго съ а по 
модулю р^^\ 

Такимъ образомъ всЬ корни сравнешя (1) образуютъ не- 
сколько группъ, которыя опред'Ьляются различньши корнями (2); 
вычисленхе корней, принадлежащихъ къ опред'Ьленной групп^Ь а, 
состоитъ въ р^шеши н'Ькотораго сравненхя первой степени съ 
модулемъ р. 

Применяя предыдущ1я разсужденхя къ сравнешю (2), мы 
заключаемъ, что опред'Ьленхе его корней приводится въ свою 
очередь къ р^шенш сравненхя 

({х) = 0,{тоА.р'^-^ 

и затЬмъ еще къ р'Ьшешю н^котораго сравнешя первой степени 
съ модулемъ р. 

Продолжая дал4е подобное разсужденхе, мы зам-Ьчаемъ, что 
Р'§шен1е сравнешя (1) всегда можно свести на р^шеше сравнешя 

{{х) ^ О (той. р) 

и еще р — 1 отд^льныхъ сравнешй первой степени, каждое 
съ модулемъ р. 
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Посл'Ьднее предложеше им^еть м'Ьсто независимо отъ того, 
будетъ ли число р простымъ или сложнымъ; но чаще всего при- 
ходится предполагать р простымъ, ибо уже раньше было дока- • 
зано, что р'Ьшен^е всякаго сравнешя со сложнымъ модулемъ 
приводится къ р'Ьшен1ю н'Ьсколькихъ сравнешй, модули кото- 
рыхъ суть степени простыхъ чиселъ. 

64. Особеннаго изсл^Ьдовашя заслуживаетъ сравнеше дву-, 
членное 

(1) гк^^зМа.!?^); 

на немъ мы желаемъ теперь остановиться. 

Допустимъ сперва, что простое число р больше 2. Тогда 
легко составить окончательное правило, даюш;ее возможность, 
по данному р'Ьшенш сравнешя 

(2) х'^^{то^.]р), 

.вычислить р'Ьшеше (1). 

Изображая чрезъ а число удовлетворяющее (2), возьмемъ 
во внимаше степень (а-ь-Уд^)^ и представимъ ее такъ: 

(3) {а-^У^Т = р-^^V^, 

гд'Ь Р и ^ изображаютъ ц'Ьлыя числа, 

П '^п ж— I _. т(т — 1)(т — 2) _т— з^ _. 

V — т^ н 5^2:3 — ^ 2-*---- 

Одновременно съ (3) им'Ьетъ м'Ьсто равенство 

(4) (а—\Г^'^ = Т—0Г\/1. 

Перемножая (3) и (4) между собой, получаемъ 
(а-2 — дГ = р2 — (2^^; 
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а такъ какъ по предположешю Ф — ^ ^ О (той./)), то следо- 
вательно 

(5) Р' — ЯЧ = О (той.!)'"). 

Съ другой стороны, какова бы ни была ц'Ьлая Функцхя ({х\ 
им'1^емъ 

Полагая зд'Ьсь 

получаемъ 

^ = 2'^^'а^-' {то^.р). 

Отсюда легко заключить, что ^ не д'Ьлится на р. Ибо въ 
противномъ случа'Ь число а должно было бы делиться на ^р; но 
такъ какъ а^^з {шоА.р)^ то сл^Ьдовательно и ^ д'Ьлилось бы 
на р^ что, конечно, не предполагается. 

Такъ какъ (^ не д'Ьлится на ^?, то сравненхе 

^x = Р{то^р'^) 

возможно. Обозначивъ чрезъ х какое либо изъ его р'Ьшенш, 
им'Ьемъ 

(6) О'х^ = Р' {шо^.р"^). 

Изъ (5) и (6) выводимъ 

^Ч^=^\{тод^.р'^), 

откуда, сокращая на ^^ получаемъ 

^г? = 2(той.^)'^). 

Э1'0 показываетъ, что р'Ьшенхе сравнешя первой степени 

^x^Р{тоА.р'^) 

будетъ корнемъ сравнешя (1). 
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Найдя такимъ образомъ одинъ корень сравненхя (1), мы най- 
демъ сейчасъ и другой его корень, перем'Ьняя только знакъ у х. 

Обозначивъ теперь чрезъ у какое нибудь изъ чиселъ, удо- 
влетворяющихъ (1), им']^емъ два сравнен1я 

2/2 = 3 (той. р"^) , ж^ = 3 (той. р"^) , 

изъ которыхъ выводвмъ 

у^ — х^^О (таой.р'^), 
или 

{у — х) {у-А-'Х)^0 (той. р^). 

Одинъ изъ множителей въ первой части есть простой отно- 
сительно |>; ибо въ противномъ случа'Ь мы им'Ьли бы два сравнен1я 

у — х^О] 

\{то&.р)\ 
у-нх^О ] 
отсюда 

2^г ^ О {тоА,р)^ 

что очевидно невозможно. Сл'Ьдовательно им'Ьетъ м'Ьсто одно изъ 

двухъ: 

у — х^ О (той.р^) 
или 

у-^-x^О {тоА.р"^)] 

въ первомъ, случа'Ь им-Ьемъ у^х {тоА.р^)^ во второмъ 
у^ — X {тоА. р^). Это показываетъ, что другихъ корной, 
кром'Ь двухъ вышенайденныхъ, сравненхе (1) не им'Ьетъ. 

Такъ мы уб'Ьдились въ справедливости сл'Ьдующей теоремы. 

Теорема. Если р число простое нечетное^ а ^ не дгьлтпся 
на р ^ то сравиете 

х^ ^д^ (той. р^) 

или невозможно^ или имгьетъ двартьшетя; первый случай имтешь 
мтьсто^ если (— ) = — 1 ; второй, если (■^\=1. 
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65. Переходимъ теперь къ р'Ьшешю сравнешя 

(1).. ^2 = 2 (той. 2*^), 

предполагая, конечно, что ^ число нечетное. 

Будемъ разсматривать отд'Ьльно четыре случая: 

Первый сл1ршщ ш= 1. Тогда сравненхе (1) можно написать 
такъ: 

х^=1 (той. 2), 

и очевидно, что оно им'Ьетъ одно только р'Ьшенхе 

х^1 (той. 2). 
Второй случай, т = 2. Тогда им'Ьемъ сравнеше 
x^^^ (той. 4), 
которое можно надисать въ одномъ изъ двухъ видовъ: 

(2) х^=1 (той. 4) 

или 

(3) х^^ — 1 (той. 4), 

смотря по тому будетъ ли число ^ вида 4п -н 1 или вида 4п — 1 . 
Сравнеше (2) им'Ьетъ очевидно два р1Ьшешя, именно: 

х^1 (той. 4) и х^З (той. 4); 

сравненхе (3) невозможно. 

Третгй случай, т = 3. Им'Ьемъ 
(4) х^ = 2 (той. 8). 

Неизв'Ьстное х должно быть числомъ нечетнымъ; но легко 
уб'Ьдиться, что квадратъ всякаго нечетнаго числа сравнимъхъ 1 
по модулю 8: 

(4п ± 1)2 = 1 -н 8 (2п2 ± п) = 1 (той 8); 
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сд1Ьдовательно сравнен1е (4) возможно только при условга 

2=1 (тоа. 8). 

Если оно выполнено, то сравненте (4) нредставляется въ вид'Ь 

л;2=1 (той. 8), 

и всякое нечетное число удовлетворяетъ ему; число корней 
равно 4. 

Четвертый случай ^ ш>3. Тогда легко показать, что 
сравнеше (1) или не им'Ьетъ вовсе р'Ьшенш, или им-Ьеть ихъ 
четыре., 

Допустимъ сперва, что сравненхе 

(х^ ^ ^ {той. 2"^) 

им'Ьетъ р-Ьшеше, и пусть х изображаетъ какое либо число, удо- 
влетворяющее ему. Если у есть число отличное отъ ж, но удовле- 
творяющее тому же сравнешю, то 

2/' = ^' (той. 2^), 
или 

(У — ^) {У-^^) = О (той. 2^). 

Оба множителя въ первой части суть четные; разд'Ьляя о6% 
части сравненхя и модуль на 4, получаемъ 

2^=1^2^=0 (той. 2^-^). 

Теперь множители въ первой части не могутъ быть оба чет- 
ными, ибо ихъ сумма есть нечетная; поэтому заключаемъ, что 
непрем^Ьнно должно им'Ьть м'Ьсто одно изъ двухъ сравнешй: 

?^ = 0(тоа. 2^-^) 
или 

?^ = о (той. 2'"-'^). 
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Другими словавш, будемъ им'Ьть одно изъ двухъ: 



гд* Ь изображаетъ ц'Ьлое число, которое можетъ быть или чет- 
нымъ или нечетнымъ. 

Подставляя въ посл'Ьднихъ двухъ Формулахъ на лгЬсто I 
сперва 2^, а поел* 2<-4- 1, получаемъ для числа у четыре сл*- 
дующихъ вида: 

у = Х'^2'^1, 

у = Х'^2'^'''-^2Г1, 

у = —х-^2'^1, 



что можно представить проще такъ: 

у = х 

у^х-л-2'^^^ 

у^—х 

.«/ = — ^Г-4-2*^""* 



> (той. 2^). 



Отсюда ясно, что кром* р'бшешя х сравнеше (1) можетъ 
им'Ьть еще только три р'Ьшенхя; и на самомъ д'Ьл'Ь оно ихъ всегда 
будетъ им'Ьть; ибо числа 



\т — 1 



■X, — х-\-2 



т— I 



очевидно несравнимы между собою по модулю 2^, и каждое изъ 
нихъ удовлетворяетъ сравненш (1). 

Докажемъ теперь, что если сравнеше 



(5) 



ж^ = 2 (той. 2"*"') 
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возможно, то между его четырьмя р'Ьшенхями найдется два и' 
только два, который будутъ удовлетворять сравнетю 

(6) х^ = д[ (той. 2^). 

На самомъ д'бл'Ь, обозначивъ чрезъ а любой корень сравне- 
шя (5), всЬ' четыре корня того же сравнешя можно выразиЛ 
такъ: 

а, —а, «-4-2*^^^ — ^-4-2*"""'. 

Отсюда видно, что если одинъ изъ корней сравнешя (5), на- 
прим'Ьръ а, удовлетворяетъ (6), то тому же сравненхю будетъ 
удовлетворять и другой корень (5), именно — а. Что касается 
остальныхъ двухъ корней сравнешя (5), то изъ нихъ ни одинъ 
не будетъ удовлетворять (6). Ибо вторая часть равенства 

(2^-2 ± а)2 — 2 = а^ — 2 -4- 2^-Ч2'^~' ± ^) 

при ш > 3 очевидно не делится на 2^. 

Напротивъ, если а не удовлетворяетъ (6), то и — а не удо- 
влетворяетъ ему; тогда частное 

будетъ числомъ нечетнымъ, и вторая часть равенства 

(2^"^±<— г = 2^-^[^-4-2^"^±а] 

будетъ очевидно делиться на 2^. Следовательно посл'Ьдше два- 
корня (5) будутъ также корнями (6). 

Переходя теперь къ выводу условхя, при которомъ сравнеше 

ж2 = 3(тоа. 2^), (ш>3), 

возмояшо, мы зам'Ёчаемъ, что возможность означеннаго сравне- 
шя влечетъ за собою возможность сравнешя 

х^^с[ (той. 8), 
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что въ свою очередь приводить къ сравнен1ю 

(7) 2=1 (той. 8). 

Наоборотъ, если условхе (7) удовлетворено, то сравнен1е 

возможно. 

Чтобы уб'Ьдиться въ этомъ, мы будемъ разсуждать такъ: 
На основаши (7) заключаемъ, что сравненхе 

х^ ^^ (той. 8) 

имбетъ р'Ьшешя. По вышедоказанному, изъ числа четырехъ его 
корней два будутъ удовлетворять сравн^нш 

x^^^ (той. 2^). 

Поэтому посл^Ьднее сравненхе будетъ им'Ьть четыре корня, 
изъ коихъ два будутъ удовлетворять сравяенхю 

^г2 = 2 (той. 2^). 

Это сравненхе въ свою очередь будетъ им'Ьть четыре корня, 
изъ коихъ два будутъ удовлетворять сравнешю 

x^^^ (той. 2«). 

Разсуждая такимъ образомъ все дал^&е и дал'Ье, мы прихо- 
димъ къ заключенш, что, каково бы ни было Ц'Ьлое число т "> 3, 
сравнете 

x^ = ^ (той. 2^) 

будетъ им'Ьть четыре рЬшен1я; такъ что услов1е (7) оказывается 
не только необходимымъ, но и достаточнымъ. 

Резюмируя полученные результаты, мы приходимъ къ сл-Ь- 
дуюш,ей теорем'Ь. 



0\дШе6 Ьу Сл00^1С 



— 183 — 

Теорема. Сравиете 

(Г^ = 2 (той. 2^) 

при иечетномъ с[ представляешь сл7ьдующге случаи: 

V если т = 1, оно им7ъетъ одииъ корень; 

2** если т = 2, оно имгьешъ два корня или ни одного^ смотря 
по тому, будешь ли удовлетворено условге с[^\ (той. 4) или 
не будешь; 

3"* если т > 3, сравненге им1ьеть четыре корня или ни одного^ 
смотря по тому, будешь ли удовлетворено условге ^^1 (той. 8) 
гыи не будешь, 

Вь послгьднемь случать, если условге 2^1 (той. 8) удовле- 
творёно, два корня сравненгя 

х^^д_ (той. 2^) 

удовлетворяють также и сравненгю 

1г2 = д(той. 2"^"*"^, 
остальные два этимь свойствомь не обладають, 
Примгьрь. Требуется найти корни сравненхя 

^г2=17 (той. 2^). 
Начинаемъ со сравнешя 

х'=\1 (той. 8), 
которое можно написать такъ: 

х^^\ (той. 16). 
Отсюда прямо опред'бляемъ четыре корня 

±1, ±7. 
Переходимъ къ сравненш 

х^^П (той. 32); 
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четыре его корня суть сл-Ьдующхе: 

±7, ±9. 

Переходимъ дал4е къ сравнешю 

д;2=17(то(1. 64), 

,и находимъ его корни: 

±9, ±23. 

Переходя наконецъ къ сравнентю 

0^=17 {той. 128), 

находимъ его корни: 

±23, ±41. 



$ II. Ъедо р1^шенШ сравнеи1я о(^^^ (то(1. к) при сдожнонъ 
модуле. Сл1^детв1я. 

66. Теперь не трудно вывести услов1Я достаточныя и необ- 
ходимый для того, чтобы сравнете 

(1) . . . x^^^ (той, к) 

при сложномъ к было возможно, предполагая притомъ, что ^ 
простое съ к; въ случа'б возможности (1) легко также опреде- 
лить число корней. Для этого мы принимаемъ во внимаше разло- 
жеше модуля на простые множители 



к = Г'р^^'^р^''^, . ./^ 



гд'Ь ш можетъ равняться нулю, и зам^чаемъ, что опред^леше 
корней сравнешя (1) приводится къ вычисленио корней каждаго 
изъ сл'Ьдующихъ сравненш: 
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(2) 





«2 = 3 (той. 2*"), 
ж2 = д(то(1.^),"''), 




- 




«2 = 2 (той.р"'"). 



Но чтобы каждое изъ нихъ было возможно, для этого необ- 
ходимы так1я услов1я: 

3^1 (той. 4), если т = 2; 
^^ 1 (шоД. 8), если т > 2 ; 

Если они выполнены, то число р'Ьшешй перваго сравнен1Я (2) 
равно 

гд* а = о, 1 или 2, смотря по тому будетъ ли ш < 2, ш = 2 
или ш> 2; что, касается остальныхъ сравнешй (2), то К1аждое 
изъ нихъ будетъ им'Ьть по два р'Ьшен1я. Следовательно по тео- 
рем'Ь п^ 42 число всЬхъ корней сравненхя (1) равно 



67. Обозначивъ, какъ въ предыдущемъ номер'Ь, чрезъ к 
какое нибудь сложное число 



а чрезъ а какое угодно число, простое съ 4, мы возьмемъ во 
вниманхе рядъ 

(1).-. 1,а,6,...й; — 1, 

состояний изъ всбхъ чиселъ < А; и простыхъ съ к. Каждому 
изъ этихъ чиселъ, наприм'Ьръ а, соотв'Ьтствуетъ н'бкоторое 
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число Ь, содержащееся также въряду(1) и удовлетворяющее 

УСЛ0В1Ю 

аЪ^д^ (той. А:). 

Так1я числа какъ а т Ъ определяются впол1гЬ одно другимъ 
и могутъ быть названы взаимно сопряженными; но бываютъ 
числа, которыя сопряжены сами съ собой: это корни сравнетя 

а;^ ^ 2 (той. к). 

Поэтому между (1) сл'Ьд^етъ различать двоямя числа: одн* 
не равны своимъ сопряженнымъ, друпя, напротивъ, сопряжены 
сами съ собой. 

Числа перваго рода мы сгруппируемъ попарно, по два 
сопряженный ; что касается до чиселъ втораго рода, то мы также 
сгруппируемъ ихъ попарно, но иначе, именно такъ, чтобы сумма 
чиселъ / и т въ каждой пар"! была равна А;, 

Отсюда сл^дуетъ, что произведете 1ш не будетъ сравнимо 
съ 2 по модулю й;, какъ это им^ло м'Ьсто для пары чиселъ пер- 
ваго рода: теперь будемъ имЬть 

1ш = 1{к — 1) = — 1^^1к^—1^{шо&.к)\ 

сл'Ьдовательно 

1т ^ — 3 (той. А:). 

Если сравненхе 

х^^д (той. к) 

невозможно, то вс* числа (1) суть перваго рода, и образуютъ 
|9(А) паръ, удовлетворяющихъ условхямъ 



а^^А-^ = ^ 



(той. А;), 
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гд'Ь г = |9(й). Отсюда, перемножая всЬ сравнешя, заключаемъ 

(2) 1. а. . .(й; — 1) = з^'^(^) (той. Л); 

зд'Ьсь первая часть представляетъ произведете всЬхъ чиселъ 

<1 й; и простыхъ съ к. 

Если сравнеше 

ж^ ^ 2 (той. Ь) 

возможно, то корни его, число которыхъ есть г''"*"^, представ- 
ляютъ всЬ числа втораго рода въ (1); они образуютъ 2^"*"°""' 
паръ (ш, ?); (^1, ?1); . . . 5 удовлетворяющихъ услов1ямъ 



т1^ — 2 



(той. А;), 



гд*^=2^^-\ 

Что касается чиселъ перваго рода въ (1), то они образуютъ 
|ф(й:) — ^ паръ, удовлетворяющихъ услов1Ямъ 



(той. 4), 



Перемножая между собой всЬ сравнешя въ двухъ посл'Ьд- 
нихъ группахъ, пол} чаемъ 

(3). . . 1. а. . .(й — 1)^(-1)2""-'~^д^^(^) (той.*); 

зд'Ьсь первая часть представляетъ произведете всЬхъ чиселъ 
-< ^ и простыхъ сък. 
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Итакъ, во всякомъ частномъ случа* им'Ьетъ м'Ьсто (2) или (3), 
смотря по тому, будетъ ли ^ квадратичнымъ невычетрмъ или 
вычетомъ числа к. Изъ (3) выводимъ, д'Ьлая 2== 1? 

(4) 1. а. . ,(Х;_1) = (_1)2'*^^""'(тоа.Л), 

что приводить къ сл'ЬдуЮщей теорем* Гаусса. 

Теорема 1 . Обозначимъ для сокращетя чрезъ П прошееденге 
всгьхъ чиселъ <Ск и простыосъ съ к. 

Если к есть степень простаго нечетнаго числа^ или удвоен- 
пая степень простаю нечетнаго числа^ или X; = 2, или й = 4, — 
во вС1ьосъ этихъ случаяхъ имп»емъ 

П = — 1 (той. к). 

Въ остальныхъ случаяхъ^ напротиеъ^ 

П^ 1 (той. Л). 

Теорема эта представляетъ очевидно обобш,еше известной 
теоремы Вильсона. 

Принимая во вниманхе (4), изъ (2) и (3) выводимъ 

^^Ф) = 1 (той. к}. 

Первое изъ этихъ сравнешй требуетъ, чтобы ^ было квадра- 
тичнымъ невычетомъ числа й, второе, напротивъ, требуетъ, 
чтобы ^ было квадратичнымъ вычетомъ относительно к. Оба они 
совпадаютъ между собой, если п -4- а > 1 ; напротивъ, они су- 
щественно различны, если |г. -4- а = 1 . Это приводитъ къ такой 
теорем*. 

Теорема 2. Если к есть степень простаю нечетнаго числа^ 
или удвоенная степень простаю нечетнаю числа^ или й = 4, — 
во всп>хъ этиосъ случаяхъ имп>емъ одно изъ двухъ: 
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2^^^) = 1 (той. Л) 



слютря по тому будешь ли с[ квадратичнымъ вычетомъ или не- 
дычетомъ числа к. 

Въ остальныхб случаяхъ^ каково бы ни было число ^^ всегда 
имгьемъ 

Отсюда, какъ прямое сл'Ьдствте, получается сравненхе 

5^(^) = 1 {той. 1с) 

для всякаго к и всякаго ^ простаго съ к. Это изв'Ьстная теорема 
Эйлера. 
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ГЛАВА VII. 

О сравнешяхъ высшпхъ степеней, — Двучленныя сравненхя, 

$ I. Теорема Лагранжа. 

68. Въ предшествующихъ главахъ (п^42, 63) было пока- 
зано, какимъ образомъ ^1Ьшен1е сравнешя со сложнымъ моду- 
лемъ приводится къ р'бшенхю н'Ьсколькихъ сравненШ, каждое 
съ простымъ модулемъ. Къ этому сл'ЬдуеТъ прибавить, что важ- 
н'Ьйшхе и самые любопытные результаты, добытые въ теорш 
сравненш, относятся къ случаю, когда модуль простой, Вотъ 
почему въ дальнЬйшемъ изложети мы ограничимся простымъ 
модулемъ, и каждый разъ, когда придется д'блать отступлен1е 
отъ этого предположешя, мы будемъ оговариваться. 

Теорема. Число корней сравнетя не превышаешь его степени. 

Для сравненш первыхъ двухъ степеней справедливость тео- 
ремы -вытекаетъ прямо изъ того, что было доказано въ преды- 
дущихъ главахъ. 

Допустивъ, что теорема справедлива для всякаго сравненхя 
{п — 1)-ой степени, мы покажемъ, что она справедлива и для 
всякаго сравнен1я п-ой степени; очевидно, что такимъ образомъ 
справедливость теоремы будетъ доказана вполн'Ь. Такъ какъ для 
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невозможнаго сравненхя справедливость теоремы очевидна, то 
можно ограничиться предполощенхемъ, что сравнеше 

(1). Ах^'-^А^х'^^'ч-. . .-^Л^^О{тоА.р) 

возможно. 

Обозначивъ чрезъ а какой либо изъ его корней, разд'Ьлимъ 

ФуНКЦ1Ю 

{{х) = Ах''-^'А^х''^'-^. . .-^А^, 
на ж — а. Изображая частное чрезъ 9 (ж), им'Ьемъ тожество 

всл'Ьдствхе чего сравнеше (1) можно написать такъ : 

(2) (х — а)(р(^г;)н-/'(а)^ О (тоЛ.р). 

Но по предположешю им^емъ 

Да)^ О (той.^р); 

поэтому сравнеше (2) равносильно сл'Ьдующему: 

(3) (х — а) 9(ж) = О (той.р). 

Всякое значеяхе х, удовлетворяющее (3) и не сравнимое 
съ а по модулю ^?) должно удовлетворять сравнешю 

(4) (р{х) ^ О (той.^р); 

следовательно всЬ корни сравнешя (1), отличные отъ а, будутъ 
корнями сравнешя (4). Но посл'Ьднее сравненхе, будучи степени 
{п — 1)-ой, не можетъ, по предположешю, им'Ьть бол'Ье п — 1 
корней; сл'Ьдовательно сравнеше (1)*не можетъ им^ть бол'Ье 
п — 1 корней отличныхъ отъ а, а потому число всЬхъ его кор- 
ней вм'ЬстЬ съ а не можетъ превышать п. Что и сл'Ьдовало 
доказать. ^ , 
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Сл'Ьдствхе. Если сравненге 

Ах'' -^ А^х"""^ ч- . . .н-Л^=о (той.р) 

по виду П'Ой степени имгьетъ болгье п корней^ то есть коеффи- 
цгеиты А, А^^. . .А^ дтьлятся па р. 

Въ противномъ случа* мы им'Ьли бы сравнеше степени не 
выше п, которое ивгЬло бы бол^Ье п корней, что невозможно. 

Такъ, напривгЬръ, сравнеше 

(5) хР'~*—1—(х — 1)(х — 2). . .(х—рч-1) = (той.р) 

по виду есть (р — 2) -ой степени; между т^Ьмъ ясно, если при- 
нять во внимаше теорему Фермата, что всЬ числа отъ 1 до^ — 1 
удовлетворяютъ ему. Поэтому коеФФищенты у различныхъ сте- 
пеней X въ первой части (5) дЬлятся на^?, и мы можемъ написать 

хР'~' — 1=(х—1){х — 2). . .{х—р-^1)-^рР{х), 

гд'Ь Р(х) изображаетъ ц'Ьлую Функщю съ ц-Ьлыми коеФФИцхен- 
тами. Такимъ образомъ съ помощью теоремы Лагранжа полу- 
чается прямо равенство, доказанное нами на страниц* 88. Пола- 
гая въ немъ ж = О, получаемъ теорему Вильсона. 

При сложномъ модул'Ь теорема Лагранжа иногда им^Ьетъ 
м'Ьсто, иногда не им-Ьетъ; это видно уже для сравненш первыхъ 
двухъ степеней. 

Перейдемъ теперь къ изложен1ю новаго начала, весьма важ- 
наго въ общей теорш сравнешй, которое приведетъ насъ вновь 
къ теорем'Ь Лагранжа. 

§ П. Разложен1е Фушщ1Й на множители по данноиу модулю. 
О Функц1яхъ неприводимыхъ по данному модулю. 

69. Дв-Ь Функцш съ'ц'Ьлыми косФФИшентами 

^(х) = а-^ а^х -*-...-!- а^х^\ ^ 

(^{х)=Ъ-\-\х-^. . .-^Ъ^х"" 
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называются сравнимыми по модулю р, если соотв'Ьтствующге 
коеФФШценты въ ихъ выраженхяхъ сравнимы, то есть, 

а = Ъ, а^ = Ъ,,. . .а^=Ъ^{тоА.р). 

Тогда пишутъ 

. (ж) = /;(л:)(то(1.^?), 

и сравненхе такое называютъ тожественнымъ. 
Если всЬ коеФФИщенты въ выражен1и Функщи 

д'Ьлятся на ^?, въ такомъ случае говорятъ, что Функщя ({х) 
сравнима съ нулемъ по модулю р^ и выражаютъ это тожествен- 
нымъ сравненхемъ 

({х)^0{шо^.р). 

Очевидно, что тожественному сравнен1Ю удовлетворяетъ вся- 
кое число х\ но нельзя утверждать обратное; такъ, сравнеше 

х^ — х^О (той. р) 

удовлетворяется всякимъ числомъ, а между гЬмъ оно не тоже- 
ство. 

Дв'Ь Функц1и, сравнимый порознь съ третьею, очевидно 
сравнимы между собою. Поэтому всЬ Функц1И сравнимый съ 
одной какой нибудь Функц1ею ({х)^ составляютъ особый классъ 
функцш сравнимыхъ между собой, каждая съ каждой. Ташя 
функщи мы согласимся не считать за различный. 

Въ выраженш Функцш, разсматриваемой по модулю ^р, косф- 
ФИЦ1енты могутъ быть соотв'Ьтственно заменяемы какими угодно 
ихъ вычетами; всл^Ьдствхе этого всякую Функщю можно при- 
вести къ такому просгЬйшему виду, гд'Ь числовая величина каж- 
даго коеФФипдента будетъ <^? или даже < ^, если только^р> 2. 

Наибольшая степень перем'Ьннаго х въ выражейш ({х)^ у 

п. 18 
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которой коеФФищентъ не д-Ьлится на р^ называется степенью 
Функцш ({х) по модулю р. Такъ, наприм'Ьръ, степень Функцш 

\Оо1? — 2х^'^1х — 4 

по модулю 2 есть 1 ; по модулю 5 есть 2; по модулю 7 есть 3, 
Степень Функцхи по модулю р очевидно равна абсолютной 
степени Функцш въ ея просгЬйшемъ вид*. Для предыдущей 
функщи им'Ьемъ так1я тожества : 

\0(х? — 2:х? н- 7л; — 4 = ж (той. 2), 
\0(х?—2х^'^-7х — ^ = Ъх^ — 2х -1-1 (той.-5), 
\Оо(?—2х^'^1х—4. = З^г^— 2л;2н- 3 (той. 7). 

^ункц1я нулевой степени въ просгЬйшемъ своемъ выраже^ 
ши приводится къ одному изъ чиселъ О, 1, 2, . . ,р — 1, если ^р 
означаетъ модуль. Всякая Функщя первой степени по модулю р 
приводится къ виду 

ах-^Ь^ 

причемъ апЪ могутъ им^ть сл'6дующ1я значешя: 

а= 1, 2, 3,. . .р — 1, 
6 = 0, 1,2,...1?-1. 

Следовательно число различныхъ Функцш первой степени по 
модулю р есть р{р — 1). 

ВсЬ представители Функцш второй степени получаются изъ 
Формулы 



л. .«/ 






ах 


^-+-Ьж 


-НС, 




давая для 


а, 


ь, 


с значен1я 








/ 








а=1, 


2, 


3,. 


. Р- 


-1, 








ь = 0, 


1, 


^,- 


■ -Р — 


-1, 








с = 0, 


1, 


2,. 


• 'Р— 


■а; 



сл'Ьдоватёльно число такихъ Функцш равно ^^(р — Л). 
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Вообще, число различныхъ Функц1Й п-ой степени по модулю |? 
есть р*^{р — 1), 

70. Изъ первыхъ четырехъ дМствш надъ Функщями, по 
модулю |), особеннаго пояснен1я требу етъ только д'Ьлеяхе; имъ 
теперь мы займемся. 

Д'Ьлить по модулю р Функщю степени п, 

на Функпдю степени т<п, 

Р(х) = Вх'^-^В,х'^^'-^. . .-^В^^ 

значить искать такую третью Функцш 9(ж), чтобъ разность 
между произведешемъ Р(х)(р(х) и Функщёй /"(л?) по модулю |? 
была степени ниже т, 

Функц1я ^(х) называется частнымъ, а разность 

остаткомъ отъ Д'Ьлбн1я по модулю р Функщи ^{х) тР{х). 

Прелце всего сл'Ьдуетъ здЬсь доказать, что не можетъ суще- 
ствовать двухъ р4шешй. Но уб^Ьдиться въ этомъ очень легко. 
Допустивъ, что существу етъ два частныхъ (р{х) и (^^{х), различ- 
ныхъ по модулю р^ мы будемъ им^&ть дв* Функцш 

г(х) ^ ^(х) — Р{х) ф(д?) (той. р) , 
г, {х) = {{х) — Р{х) 91 {х) (тоа. р) 

каждая степени нише т по модулю;?, разность которыхъ будетъ 
представлять Функц1ю также степени ниже т по модулю р. 
Вычитая посл^дв1я два сравнешя одно изъ другаго, получаемъ 
тожество 

(1), . , . г{х) — г^(х) = Р{х) {<^^{х) — ф)) (той.р), 

вторая часть котораго представляетъ Функщю степени не нижет, 
ибо разность %{х) — ф(а:), по предооложешю, несравнима съ 



и 



13* 
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нулемъ; между гбмъ первая часть есть Функщя степени ниже т. 
Поэтов!у сравнеше (1) не можетъ быть тожественнымъ, и пред- 
поло^кеше существоватя двухъ различныхъ частныхъ невоз- 
можно. 

Для опред-блетя частнаго и остатка сл'Ьдуетъ поступать такъ: 
Если коеФФИцхентъ В въ д'Ьлител* не равенъ 1, мй! найдемъ 
число В\ которое удовлетворяло бы сравненхю 

и положивъ 

В'Р{х) = х'^-^В'.х'^'-' -ь . . . н-5'^ (то&.р), 

будемъ Д'Ьлить Функщю ^{х) на Функц1ю 

Р^{х) = х'^-^В\х'^^'-^. . .-ьВ'^ 

по обыкновенному алгебрическомл^ правилу съ добавлетемъ 
однако, что^въ получаемыхъ остаткахъ каждый коеФФИщентъ 
дозволяется зам'Ьнять какимъ угодно его вычетомъ по модулю р. 
Этимъ можно воспользоваться такъ, что числовыя величины 
коеФФищентовъ въ остаткахъ не превзойдутъ никогда р или 
даже у. Когда дойдемъ до остатка г(х) степени ниже т, дМ- 
ств1е будетъ окончено. Обозначивъ частное чрезъ ФхС^?), мы за- 
м^чаемъ, что коеФФИцхенты въ (р^(ж) будутъ целыми и при томъ 
будемъ им'Ьть равенство сл'Ьдующаго вида: 

Да;) = :Р^{х) 91 (а?) н- г{х) -^р^{х). 

Зд'Ьсь р^{х) изображаетъ ц'Ьлую ФункпДю съ коеФФИщен- 
тами д'Ьлящимися нар; она произошла отъ дозволенной зам'Ьны 
коеФФИщентовъ въ остаткахъ ихъ вычетами по модулю |?,^ и вы- 
раженхе ея, конечно/ будетъ зависЬть отъ того, какъ мы вос- 
пользовались этимъ правомъ-изм'Ьнешя значешй коеФФИцхентовъ. 
Но во всякомъ случа'Ь посл'Ьднее равенство можно написать въ 
вид'Ь такого тожествейнаго сравненхя 

Дж) ^ Р^{х) (р^{х) н- г{х) (той. р). 
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Отсюда, замечая, что Л^ББ" (той.^), выводвмъ 

Яж) = ВР^{х) •Б'(^1{х)-^г{х) (той.р). 
Изъ тожественнаго сравнетя 

Р^{х)^В'Р{х)(той.р) 



выводимъ 
следовательно 


ВР,{х) ^ 


^г(ж)(той.^)); 




т^ 


= Р{х) • В'срхСж) -»-г(а;) (той. р) 


Называя 


для сокращен1я 




получаемъ 




<р(ж) = 


= ^<Р,(^), 


(2) 


, . т 


— Р{х) <р(ж) -1- г(а;) (той. р). 



Результатъ этотъ показываетъ, что Функщи (^{х) и г{х)^ 
полученныя вышеуказаннымъ способомъ суть искомыя, именно, ^ 
первая составляетъ частное, вторая остатокъ отъ д'Ьленхя по 
модулю р Фуякцш ({х) на Р{х), 

Если случится, что веб коеФФИщенты въ выраженш остатка 
г{х) д-Ьлятся на ^?, то сравнеше (2) приметъ видъ " 

(3) ({х) = Р{х)^{х) (той.р). 

Тогда говорятъ, что по модулю р Функцхя {{х) делится безъ 
остатка на 1'{х)^ или, что Р{х) есть д'Ьлителемъ Функц1И ({х). 

Примгьръ. Чтобы разделить по модулю 1 7 Функщю 

/•= 5ж*— 7а;3 -+- 5^3— 6л; -^ 3 
на 

р^Зх^-^Тх — !, 

мы умножаемъ предварительно делитель на 6 ; получаемъ 

ер=х^-^-8х—6 (той. 17). 
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Затбвгь д-блимъ ( на Функщю я? -+ 


-8а; 


6 




5ж*— 7ж»н- Ъа?— бж-ь 


3 

3 


а?-н8а!- 


-6 


5а;*— 40аг'н-30ж2 


5а;^ -1- 4а; -1 


-3 


470^-*- 35а?— 6а; н- 




= 4а? и- а;»— ба;-^- 


3 


- 




4а? — 32а;2ч-24а; 








— 31а? -1-1 8а; н- 


3 




= За?-»- Х-+- 


3 






Ъх^ 24а; -^ 


18 






— 23а;-»- 


21 




= 11а;-*- 


4. 







Зд'Ьсь каждый остатокъ выписанъ два раза: въ первона- 
чальномъ его вид'Ь и загЬмъ въ просгЬйшемъ вид'Ь. Результатъ 
д'Ьлен1я выражается тожественнымъ сравненхемъ 

/•= 62^(50^ -|-4жч-3)-+-11^н- 4 (той. 17) 

или, проще, 

/^= -Р(13л52-|- 7л?-н 1)-^ 1 1Ж-1-4 (той. 17). 

Отсюда видно, что искомое частное есть 

13^2-1-7^-^1, 
а остатокъ | * 

11ЖН-4. 

71. Обозначивъ чрезъ а какое угодно число не делящееся 
на ^р, а чрезъ а' другое число, удовлетворяющее условно 

аа^\ (той.р), 

мы зам'Ьчаемъ, что, какова бы ни была Функщя Дж), всегда 
им'Ьетъ м^Ьсто тожество 



({х) ^ аа({х) (той.|)). 
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Это показываетъ, что а есть делитель Функщи ^(х) по мо- 

^дулю р. Сл'Ьдовательно всякое ц-Ьлое число, не делящееся на 

модуль, делить по этому модулю всякую Функцш; такъ что, по 

отношетю делимости Функц1Й по модулю ^9, каждое изъ чиселъ 

1, 2,. . .р — 1 играетъ такую же роль, какъ единица. 

Если Функц1я 1'(х) д'Ьлитъ /*(л;), то, каково бы ни было 
число а, если только оно не д-Ьлится на^?, произведете а2^(ж) 
будетъ также Д'Ьлить Функцхю ^{х). Следовательно, когда р^чь 
идетъ о д'Ьлимости одной Функц1И на другую, можно не обра- 
щать вниман1я на числовые множители д^Ьлителей; ихъ можно 
вводить или откидывать, смотря по желатю, и всегда можно 
предположить, если это понадобится, что въ выраженхи делителя 
П'Ой степени коеФФиц1ентъ у х^ равенъ 1. 

Большаго вниман1я заслуживаетъ сл-Ьдующая теорема. 

Теорема. Ес^ш произведете ({х) (^{х) сравнимо съ иулемъ по 
модулю Ру то по крайней М7ьргь одна ивъ функцш Дж), ^^{х) 
сравнима съ нулемъ ню тому же модулю р. 

На самомъ д*л1Ь, допустимъ, что ни одна изъ Функцш Да;), 
/^{х) несравнима съ нулемъ по модулю ^;; тогда, пренебрегая 
членами, коеФФИщенты которыхъ д-Ьлятся на^р, мы могли бы 
положить 

Пх) = ах''-^^..., 

Г,{х) = Ьх^чг-..., 

гд'Ь пит изобркжаютъ степени /^{х) и /'^(х)^ и поэтому >г> О, 
ш > О, при томъ ни а ни Ь не д'Ьлятся на р. Внося эти выра- 
жен1я въ сравненхе /(^г) /'(х^) ^ О (той.^р), получаемъ 

аЬх'^^ч-. . . = О (тоА.р), 

откуда заключаемъ 

аЪ^О {тоЛ.р). 

Но это невозможно, ибо ни а ни 6 не д'Ьлится на р] сл^до- 
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вательно и то невозможно, чтобы ни одна изъ Функщи /*(а;), (^{х) 
не была сравнима съ нулемъ по модулю р. 

72. Къ вопросу объ общихъ д'Ьлителяхъ по модулю ^> двухъ 
какихъ нибудь данныхъ Функцш применяется непосредственно 
принципъ Эвклида; всл'Ьдств1е этого получается возможность 
составить основашя теорш д'Ьлимости Функцш по данному мо- 
дулю. 

Возьмемъ ДБ* функщи ^*{x) и Р(х)^ изъ коихъ вторая сте- 
пени не выше первой, и разд'Ьливъ по модулю р Функцш {{х) 
на Р{х)^ обозначимъ частное чрезъ ^1, а остатокъ чрезъ с^ г^(гс), 
предполагая при этомъ, что коеФФиДтентъ у наивысшей сте- 
пени X въ г^{а!) равенъ 1 , и что число с^ не делится на р. ЗатЬмъ 
разд'Ьлимъ по модулю/) Функщю Р{х) наг^Сж); частное обозна- 
чимъ чрезъ ^2) ^ остатокъ чрезъ с^г^{х)^ при чемъ с^ не Д'Ь- 
лится на |), а коеФФищентъ у наивысшей степени х въ г^{х) 
равенъ 1. Посл'Ь этого разд-Ьлимъ г^(х) на г^(х)^ и будемъ про- 
должать такимъ образомъ д'Ьйствовать до ,тЬхъ поръ, пока не 
дойдемъ до остатка тожественно сравнимаго съ нулемъ. 

Пусть въ ряду полученныхъ остатковъ с^ г^х) изображаетъ 
посл'Ьдшй; степеньг^(л;) можетъ равняться нулю, тогда г^(гг) = 1; 
для 0ТЛИЧ1Я обозначимъ ^^^x) буквою 2), и напишемъ рядъ то- 
жествъ 

({x)^Р{x)^,-^-с,^,{x) 

Р{х) = г^{х)д^^с^г^{х) 



(1) 






(той. р). 



Умножая об* части каждаго изъ нихъ соответственно на 
числа о\^ с'з,. . .с'^, 1, удовлетворяющ1я услов1ямъ 



^1^1 = ^2^2=' 



<^'п=1 (той.!)), 
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с'а Р{х) = с'а г^{х) д^ -+- ^2(3;) 

Въ систем'Ь (1) съ помощью посл'Ьдняго сравнетя изъ пред- 
шествующихъ можно исключить г^_^{х). Посл^Ь этого предпо- 
следнее сравнеше дастъ возможность исключить изъ предше- 
ствующихъ сравнешй Функщю г^^__^(х). Продолжая такимъ обра- 
зомъ искл^к>чать посл'Ьдовательно г^_^{х)^ ^п—а(^)^ . . . , мы на- 
-конецъ дойдемъ до третьяго сравнен1я, которое дастъ возмож- 
ность исключить изъ первыхъ двухъ остатокъ г^{х); тогда эти 
посл^Ьдн1Я сравнешя представятся въ такомъ вид'Ь: 



(3) 



\ Р{х) = ГВ I 



(тоА.р), 



гд'Ь 11 т V изображаютъ ц'Ьлыя Функщи съ ц-Ьлыми косффи- 
щентами. 

Переходя теперь къ систем* (2) мы зам^чаемь, что первое 
сравнеше позволяетъ исключить изъ остальныхъ остатокъ г^{х). 
Поел* этого второе сравненхе дастъ возможность исключить^ ^2(0?) 
изъ последу ющихъ сравнен1Й. Продолжая такимъ образомъ по- 
сл^довательвыя исключен1я, дойдемъ наконецъ до (п — 1)-го 
сравнешя, которое дастъ возможность исключить изъ двз^хъ 
посл'Ьднихъ сравненш остатокъ г^_^(х). Тогда предпоследнее 
сравнеше приметъ очевидно такой видъ: 

(4) Х^{х) -ь УР'{х)=П (шоа. р), 

где Хт у изображаютъ ц^лын Функцхи. 
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Изъ (4) сл^дуетъ прямо, что всяк1й общш делитель по мо- 
дулю р Функщй ({х) и Р{х) будетъ также д-Ьлителемъ 1); изъ (3) 
вытекаетъ обратное предложенхе: всяк1Й д'Ьлнтель В есть об- 
пцй делитель Функцш ({х) и Р{х). Функщя I) называется по- 
этому общимъ наибольшимъ д'Ьлителёмъ по модулю р Функщй 
А^) и Г{х). 

Если 2)= 1, въ такомъ случа* Функц1и Да;) и У(ж), кром* 
очевидныхъ общихъ делителей 1, 2, 3,. . .р — 1, другихъ не 
имЬютъ; тогда говорить, что он'Ь взаимно простыя по модулю ^р. 

Зная, какъ находить обпцй наибольшш делитель двухъ Функ- 
щй, мы гЁмъ самымъ знаемъ, какъ найти общш наибольшш 
делитель какого угодно числа Функщй по данному модулю. 

Изъ всЬхъ функщй, делящихся по модулю р на обЬ Функцш 
({х) и Р{х)^ та, степень которой самая нцзкая, называется наи- 
меньшимъ кратнымъ ({х) и Р{х) по модулю р. Она опред'Ьляется 
по Формул'Ь 

М^^-^^{шо^.р). 

Относительно Функц1й взаимно простыхъ по модулю р сохра- 
няютъ справедливость всЬ основныя теоремы, относящхяся къ 
взаимно простымъ числамъ, именно: 

1*. Если ({х) и Р{х) суть взаимно простыя по модулю р^ 
то существуютъ двп> игьлыя функцш X и У, удовлешворяющгя 
сравнетю 

Х((х) -^ УЩх) = 1 (той. р). 

2*. Если каждая изъ функщй (^{х)^ {^{х)^ . . . ^^(х) есть про- 
стая съ Е{х) по модулю р, то произведете (^{х) (с^{х) , . .(^^x) 
предст^авляетъ функцш простую съ Е{х) по модулю р. 

3*. Если функцгя ({х) дгьлится по модулю р на каждую изъ 
функщй Р'^{х)^ Е^{х\ . . . Ргп(^)у л эти послгьднгя суть простыя, 
каждая относительно каждой, то ({х) дгьлится по модулю р 
на произведете Щх) Е^{х) . . . Р^^x). 
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73. Если Функц1я не илгЬетъ по модулю р другихъ делителей 
кром'Ь самой себя и1,2, 3,...^р — 1,тоее называютъ непри- 
водимой по модулю р. 

Если Функщя {{х) неприводима, то при всякомъ чйсл* а, 
не делящемся на р, произведенхе а/'{х) представить Функц1Ю 
также неприводимую по модулю р. По отношенхю къ неприводи- 
мости, какъ характеристической чергЬ, мы согласимся не счи- 
тать за различный такхя Функщи, который отличаются между 
собою только постоянными множителями. 

ПросгЬйш1я неприводимый Функц1и суть первой степени, 
именно: 

X, х±1^ х±2^. . .х±^^-^^ 

а въ случа'Ь р = 2: 

X ш X ""— ~" X • 

Неприводимый Функц1И, по отношешю къ другимъ Функ- 
щямъ, разсматриваемымъ по модулю 2>, играютъ такую же роль, 
какъ въ ариометик'Ь простыя числа. Мы не станемъ повторять 
зд'Ьсь изв'Ьстныхъ доказательствъ; ограничимся только перечис- 
ленхемъ основныхъ предложенш. 

1". Если произведете (^{х) (^{х) . • • (^{х) дгьлится по мо- 
дулю р на неприводимую функцгю ({х\ то по крайней мгьргь 
одинъ изъ мнооюителей ({х\ ^^{х)^ . . . ^^(х) дгьлится по модулю р 
на ({х). 

2*. Всякая фунтгя разлагается по модулю р на произве- 
денге неприводимыхъ множителей однимъ только образомъ. 

3*. Для того чтобы функцгя ({х) дп»лилась по модулю р 
на Р{х) необходимо и достаточно условге, чтобы каждый изъ 
неприводимыхъ мнооюителей^ входящихъ въ составь Р{х)у входилъ 
въ составь ({х) съ показателемъ не ниже чгьмъ въ Р{х). 

Нахожденхе общаго найбольшаго д'Ьлителя равно какъ и 
наименьшаго кратнаго н'Ьсколькихъ Функщй, по модулю р,съ 
помощью разложен1я этихъ Функцш на неприводимые множи- 
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тели, совершается такимъ же образомъ, какъ для ц'Ьлыхъ чи- 
селъ, которыхъ составь изв'Ьстенъ. 

74. Разложенхе какой либо Функцхи на неприводимые мно- 
жители 

/-{х) = р^^ р/'2 . . . р^т (щоа. р) 

можетъ быть всегда выполнено посредствомъ конечнаго числа 
дМствзй. Это очевидно, ибо число различныхъ Функц1Й по мо- 
дулю |?, степень которыхъ ниже п, конечно. Обозначая соотв'бт- 
ственно чрезъ п, л^, ^2, . . . степени Функщй Дл?), Р^, Рд, . . . , 
им'Ьемъ 

Для опред'Ьленхя Р^, Р^, . . . , въ случа* если одно изъ чи- 
селъ р или п довольно значительно, приходится испытывать 
огромное число Функщй. Были деланы попытки для устраненхя, 
хотя бы отчасти, этого неудобства, но мы не станемъ вдаваться 
зд'Ьсь въ изыскашя этого рода. 

Неприводимые множители Р^, Р^, . . . , входяпце въ составъ 
Функцш Д^г), сл-Ьдуетъ различать на простые и кратные, смотря 
по показателямъ т^^ т^, , . . Сообразно этому и вопросъ о раз- 
ложенш Функц1И на неприводимые множители можно разд'Ьлить 
на два: объ отыскиванш кратныхъ неприводимыхъ множителей 
и, второй, объ отыскиванш простыхъ неприводимыхъ множите- 
лей. Первый изъ нихъ приводится ко второму, такъ что разло- 
жен1е данной Функщй на неприводимые множители окончательно 
всегда приводится къ разложенхю одной или н'Ьсколькихъ Функ- 
щй, не им'Ьющихъ вовсе кратныхъ неприводимыхъ множителей. 

Но прежде, ч4мъ это доказать, пров'Ьримъ справедливость 
сл'Ьдующей леммы. 

Лемма. Какова бы ни была функцгя /*(ж), всегда имгьетъ 
м)ьсто тожество 
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Д'Ьйствительно, допу.стимъ сначала,, что Функщя ^{х) есть 
первой степени 

въ такомъ случа'Ь находимъ 

Замечая, что всЬ коеФФИщенты во второй части, за исклю- 
чешемъ двухъ крайнихъ, д'Ьлятся на р, мы можемъ последнее 
равенство написать въ вид* сравнен! я такъ: 

Дж)Р = а/ -+- аР х^ (той. р). 

Но по теореме Фермата им'Ьемъ, 

<=«о; <^«1 (той.!)); 
сл'Ьдовательно 

. ({хУ ^ а^ н- а^х^ (той. р) , 
или 

(1).. Г{хУ^Г{^){шо^.р). 

Допустимъ теперь, что сравнеше (1) доказано для всякой 
Функцш ({х) п-ой степени, и примемъ во вниманхе какую угодно 
Функщю (п -н 1)-ой степени 



Г{х) = 


^а^-*-а^х^ 


Н. . .-!-«„ 


^"-*-«п^, 


х"^' 


Обозначивъ 


чрезъ 


(р(а;) 


функцш 








<р(ж) = 


= «0^ 


I-а^а;-^-. . 


.н-а„а^», 





ингЬемъ 

Г{х) = <^{х)чг^а^_^^х^-^\ 
откуда выводимъ 



Г{хГ = фГ-^\<^{хГ-'а„^,х^'-^. . .н-а''„^,^с^'"-'). 
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Равенство это можно написать въ вид*! сравнешя 

Г{х)^ ^ 9(^3^ -^ «VI ^^^""^'^ (той. р). 
Но по предположен1ю ийгЬемъ 

а по теорем* Фермата 

следовательно 

({хУ = 9(ж^) -ь а^^, ^^*-^'> (тоа. 1>) , 
или, одно и то же, 

Итакъ, сравнеше (1), будучи справедливымъ для Функцш 
п-ой степени, оказывается справедливымъ и для Функц1Й (п-^1)-ой 
степени. А такъ какъ оно уже доказано нами дляп=1,то 
следовательно оно им^еть м^сто при всякомткп. 

Возвышая теперь об* части (1) въ степень р^ получаемъ 

({хУ^ = ({х^У{тоА.р)\ 

внося въ об* части того же сравнен1я {\) ^ на мЬсто ж, полу- 
чаемъ 

({х^^=({х^^{тоА.р). 

Сличая последнее сравненхе съ предыдущимъ, заключаемъ 

(2) т^^= Г{х^) (той. р). 

Возвышая обе части (2) въ степень |>, получаемъ 

но изъ (1) выводииъ 

Г{хР'Г^Г(х^) (той. р), 
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с^гЁдовательно 

(3) Г(х)Р'^а:^){тоА.р). 

Продолжая д'Ьйствовать подобнымъ образомъ дал'Ье, мы при- 
ходимъ къ общей Формуд'Ь 

Что и следовало доказать. 

75. Возвращаясь къ разложешю Функцш на неприводимые 
множители, мы обратимъ вниманхе на составь общаго наиболь- 
шаго д4лителя 2) Функцхи 

(1) . Аж) = Р;"\Р/'^2 . . . Р^г (тоа. р) 

и ея производной 

/-(^) ^ р;''1"1 Д-2-1. . .р-г-1 [т,Р/Р,. . .Р,-нт,Р,Р;...Р,-*-... 

-^т^Р,Р,...Р;'] (той.р). 

Если т^ не дЬлится на /?, то Р^ войдетъ въ составь В съ 
показателемъ т^ — 1 , ибо тогда Функц1Я въ скобкахъ во второй 
части не д'Ьлится на Р^; напротивъ, если ш^ делится на |), то Р^ 
войдетъ въ составъ 2) съ показателемъ т^ Сказанное прим'Ь- 
няется ко всЬмъ прочимъ множителямъ Р^у Рз? • • • 

Если ш^ = ^2 = . . . = т^ = 1 , то Функцш У{х) и {"(х) 
относительно простыя; тогда 1)= 1. 

Положимъ, вообще, что въряду показателей т^^ т^^. . .т^ 
число такихъ, которые делятся на|>, равно г. Обозначивъ ихъ 
чрезъ т^, ^2, . . . ш^., им^емъ 

т^ = п^р, т,^ = щр,. . .ш^ = п.р, 

(2) 7) = г7^^Р"'«-^1-1р^-н2-Ч . .Р^г (шоА.р), 

^ ' 14-1 1-1-2 Г ^ -^ '^ 

при чемъ 

V = Р^^ Р^^ . . . Р^^ (той. р\ 
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Если согласимся обозначать соответственно чрезъ Х^, 
Хд, . . . Х^ произведен1е гЬхъ Функщй въ ряд}' 

Р Р Р 

который въ составь Дж) входятъ съ показателемъ 1, 2, . . .й;, 
то сравнешя (1) и (2) можно написать такъ: 

(3) Пх)^и'Х,Х^'Х,\.,.Х^'Чтой.р), 

(4) В^Г^Х,Х,\ . .Х,'-' (той.р). 

Въ случае, еслибы ни одинъ изъ показателей т^^ т^^. . .т^ 
не Д'Ьлился на р, следовало бь1 положить 17=1] въ случае от- 
сутств1я простыхъ неприводимыхъ множителей мы им^ли бы 
Х1= 1 и т. д. X , X , . . . всегда изображаютъ 1. 

Называя чрезъ В^ общш наибольшш д-Ьлитель по модулю ^^, 
составленный для Функцш I) и ея производной В\ имЪемъ по 
Формул^Ь (4) 

(5) . Д=г7^ХзХ/. . .Х/-^(тос1.1?). 

По той же Форму л'Ь общ1Й наибольшш делитель Функщй 1)^ 
и 1>/ выражается такъ: 

(6). . . . А= СГ^ ^4- • • ^/~' {шоА.р). 

Такъ поступая дал-Ье, дойдемъ наконецъ до Функцш 

(7) В,_,^ЛР{той.р), 

производная которой по модулю р сравнима съ нулемъ. 

Опред-Ьливъ функцш 1), Д,. . .1>^_, по способу Эвклида, 
мы им'Ьемъ кч-1 сравнешй (3), (4), . . . (7), содержащихъ кч-1 
неизв-Ьстныхъ ?7, Х^, Х^,. . .Х^. 

На основанш вышедоказанной леммы, изъ (7) заключаемъ, 
что въ выражен1и Функпди 1)^_^ показатели у различныхъ сте- 
пеней X д'Ьлятся на р. Полагая сл'Ьдовательно 
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изъ (7) выводимъ 

Найдя такимъ образомъ ?7, мы разд'Ьляемъ каждую изъ 
ФЗ^нкщй /*(гг), 1), Д,. . .1)^^_2 ^^ ^^^ ^•"^' ^лно и то же, на 
Функцхю 

Обозначая частныя, получаемый при этомъ, чрезъ Е, Е^^ , . , 



Е — 


Х^ х^ . . . х^ 


Е,= 




Е,- 


Хз...х/-^ 


К-,^ 


^н 



(той. 2?). 



Разделяя, по модулю р^ Функц1Ю Е 1Ад^Е^^ загЬмъ Е^ на Е^^ 
поел* этого Е^ на Е^ и т. д., и называя получаемый при этомъ 
частныя чр§зъ О^^ О^^. . . (т^, им'Ьемъ 



о = х^х^. . ,Х^ 



Ог- 


х,...х, 









(той. р). 



Наконецъ, разд'блимъ Функщю О V^2^ 0^^ загбмъ 0^ на О^^ 
О^ на (тд и т. д. ; получимъ рядъ частныхъ Я, й*! , . . . Щ_^ , 
который будутъ равняться искомымъ Функцхямъ Х^, Хд, . . . Х^^. 

II. 14 
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(той. р). 






Разложеше Функщи До;) на неприводимые множители, све- 
дено такимъ образомъ па разложенхе Функцш Х^, Хд, . . .Х^, ?7, 
изъ коихъ только посл'Ьдняя можетъ содержать въ своемъ со- 
став'Ь равные неприводимые множители. Относительно этой 
функцш мы можемъ поступать точно также, какъ поступали съ 
Функцхей /*(л;), и очевидно, что окончательно вопросъ приведется 
къ разложетю такихъ только Функцхй, который не допускаютъ 
кратныхъ множителей. 

Примгьръ 1. Полагая 2? = 5, возьмемъ во внимаше Функщю 

(^х^''-^х^—а?—х''—т'—2сс^-С-2а^-^2х—2 (той. 5). 

Производная ея выражается по Формул'Ь 

('^^а?^2х' — х^-^2о(?-^х^'^2 (той. 5). 

Общш наибольш1Й д'Ьлитель /* и /^ равенъ 

В^х^ — х^ — а? — 2ж^ н- 2гг -+- 2 (той. 5). 

Производная Функцхи 2) опред'Ьляется Формулой 

32)' = ж« -н 2л? -н З^г -+- 1 (той. 5). ^ 

Общш наибольш1Й делитель 2) и 2)' равенъ 

В^ = 32)' = ж« -^- 2ж^ -^- Зл; -+- 1 (той. 5). 
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Дал-Ье получаемъ 

П^'=а^ — 2 (тоа. 5), 

Д = 1)/= л;*— 2 (той. 5), 

2)/= О (той. 5). 

Отсюда заключаемъ, что разложенхе Фушщш { на неприво- 
дпамые множители по модулю 5 можно представить такъ: 

при чемъ нлгЬемъ 

' и=х—2 (той. 5). 

Для получётя другихъ множителей им'Ьемъ сравнен1Я 

П^=и^ Х^(то&. 5). 
Изъ нихъ д'Ьлен1емъ выводимъ 



^1 -2^ ^3 = ^ = ^ " 



2^2 



2а? — 1 (той. 5), 



в 



Хз Хз ^ д- ^ л; -*- 2 (той. 5), 
Хз ^ ^^ ^ ж -н 2 (той. 5). 

Отсюда, опять д'Ьлешемъ, выводимъ 



Х^ = а;2н-2 1 

Хз=1 

Хз = ^н-2 



(той. 5). 



Следовательно им'Ьемъ 

/•= (а; — 2)^ {х^ -+- 2) (л; -*- 2У (той. 5). 



14* 
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Примпръ 2. Полагая 



/• = я? н- 4^8 н- бж^ — а^ н- 2а;* — бж* — 2^3 _ едл _^ д, _ 5 

(той. 11), 
накодимъ 

I) = а;* -ь ба:' — 2а^ — 4а; -н 2 



Д = а;2ч-2а;-ь1 
А=1 



(той. 11). 



Разложен1е Функщи ( по модулю 1 1 представляется такъ: 

/ = -Л^1 -Л-з -Л-з Л^ . 

Посл'бдовательнымъ д'Ёлен1емъ находимъ 
Х^Х^Х^Х^^^^х' — з^-\-2(х?-^2х'-^х-^-Ъ (той. 11), 
X^X^X^^^^x'-^Ъx-\-2 (той. 11), 
Хд X, = ^4 = а; н- 1 (той. 1 1), 
Х, = 1)з^а;-+-1 (той. 11). 
Отсюда получаемъ 

Х^^я? — 4ж^ -н а; — 4 



Х2 = а;-1-2 



Х4 = а;-|-1 



(той. 1 1); 



сл-Ьдовательно 

/■=(а;3_4а^н_а;_4) (ж -1-2)2 (а;-1- 1)* (той. 11). 
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§ Ш. Новое доказательство теоремы Лагранжа. Понижен1е 
степени сравнен1Я. 

76. Если Функщя ('(х) неприводима по модулю р и степень 
ея выше единицы, то сравненхе 

(1) т^О{тоА.р) 

невозможно. Ибо допустивъ, что какое нибудь число а удовлетво- 
ряетъ ему, мы будемъ им-Ьть равенство 

Дж) = {х — а) (р(а;) -нДа), 

которое, на основанш того, что /*(а) ^ О (той.^), приводить 
къ тожественному сравнен1Ю 

Да;) ^{х — а) (р{х) (той. р), 

показывающему, что, по модулю р, Функцхя /'(х) д'блится на 
X — а. Но это невозможно по предположешю. 
Полагая, напротивъ, 

{{х) = Р,""^ Р^^^ . . . Р;!^^ (той. р), 

гД* Р^, Рд' • • • изображаютъ различные неприводимые дели- 
тели Функщи ({х)^ мы зам'Ьчаемъ, что р'Ьшенхе сравнешя (1) 
приводится къ р-Ьшетю отдельно каждаго изъ сл'Ьдующихъ 
сравненш: 

Р^ = (той.^?), 

Л = (той.^?), 



Р^ = О (той. р). 



Изъ нихъ только тЬ будутъ возможными, степень которыхъ 
равна 1; следовательно число корней сравненхя (1) равно числу 
различныхъ линейиыхъ делителей Функцш ((х) по модулю р. 
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. Если /*(а?) не делится по модулю р ни на одну изъ Функщй 
х^ X — 1, X — 2, . . . ж^-рн-!, то сравнеше (1) невозможно. 

77. Теорема. Число ргьшенгй сравненгя 

({х) ^ О (той. р) 

равно числу едииищ^ заключаюитхся въ степени общага наг<- 
больишго дгьлителя В функцгй ({х) и х^ — а?, составленнаго по 
модулю р. Всгь эти ргыиенгя найдутся изъ сравненгя 

В^О (той. р). 

На самомъ д'Ьл*, по теорем* Фермата изв'Ьстно, что 

сравненш 

хР — х^ О (той. р) 

удовлетворяютъ числа 

х — Оу 1, 2,. . .р — 1; 

поэтому Функщя х^ — X делится по модулю р на каждую изъ 

функщй 

х^ X — 1, X — 2, ...ж — 1>-»-1, 

который просты между собою. Отсюда сл1Ьдуетъ, что х^ — х 
делится на произведете х{х — 1) . . . {х — ^?-+-1), то есть, 
им'бемъ такое сравненхе: 

(1) х^ — х^х{х — 1) (х — 2). . .{х — ^р-*-1) (той.|)). 

Оно было выведено нами раньше {пР 68) съ помощью др}^- 
гихъ соображенш; теперь оно послужить для доказательства 
занимающей насъ теоремы. Положивъ, что въ составь Функщй 

(2) Я^) = Р^^'^Р^^ . . . Р/г (шой.р) 

входить г неприводимыхъ Д'Ьлителей первой степени, различныхъ 
между собой, мы обозначимь ихъ чрезъ Р^, Рд, . . . Р,.; тогда 
изъ (1) и (2) выводимь 

В = Р^Р^. . .Р^{то±р), 
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и очевидно, что сравненхе 

им'Ьетъ ровно г р'Ьшети, то есть столько, сколько единицъ за- 
ключается въ его степени. ВсЬ эти р-Ьшенхя удовлетворяютъ 

сравнен1ю 

({х)^ О (той.^), 

которое не им'Ьетъ другихъ рЬшешй, кромЬ этихъ. 
Такимъ образомъ наша теорема доказана. 

Сл'Ьдствхе 1. Число р1ьшенгй сраепетя не превышаешь его 
степени. 

Ибо степень Функц1И 2), какъ д'Ьлителя {{х) , не можетъ пре- 
вышать степени ^(х). 

Такъ мы получили вновь теорему Лагранжа. 

Сл'6дств1е 2. Сравненге ({х) ^ О (шой.^?) только тогда не 
им1ьеть ргьшенгя^ когда функцш ({х) и х^ — х суть относи- 
тельно простыя по модулю р. 

Сл'Ьдств1е 3. Если степень ({х) равна или болыие р, то 
сравненге ({х) ^ О (той. р) можетъ быть замгьнено сравненгемъ 

(р(ж)^ О (той. 2?), 

гд'»ь <^{х) есть остатокъ Ьтъ дтленгя^ по модулю р^ функцш ^(х) 
на х^ — X. 

Ибо тожественное сравненхе 

До?) ^ (х^ — х) Р{х) н- (р(ж) (той. р) 

показываетъ прямо, что, по модулю р, общш наибольшш д'Ьли- 
тель Функщй 1^(х) и х^ — х есть тотъ же самый что и обш;1Й 
наибольшш Д'Ьлитель Функцш (р{х) и х^ — ж, другими словами, 
сравнен1я 

/*(^г) ^ О (той. р) и (р(х)^(У (той. р) 

им'Ьютъ одинаюя р'бшенхя. 
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Сл'Ьдствхе 4. Число ртыиетй сравненгя ({х) ^ О (той. р) 
тогда только равно его степени^ когда функцгя х^ — х, по 
модулю р, дгьлит^я безъ остатка на ({х). 

Ибо тогда только степень общаго наибольшаго д'Ьлителя 
Функщй х^ — ж и ({х) равна степени ({х). 

Примгьръ. Возьмемъ сравнеше 

ж^^ — 7а; — 1 ^0 (той. 13). 

Остатокъ отъ д'Ьлешя первой его части на х^^ — х есть 
х^ — 7х — 1. Сл'Ьдовательно оно можетъ быть заменено такимъ: 

^г^— 7д;— 1 ^0 (той. 13). 

Общш наибольшш Д'Ьлитель Функщи а^ — 7х — 1 и х^^ — х 
естьа;^н-3ж — 5; поэтому окончательно наше сравнеше при- 
водится къ такому: 

х^-^дх—5 = (той. 1 3). 

Оно должно им-Ьть два р'Ьшенхя, и насамомъ д'Ьл'Ь находимъ, 
что числа х= 3 и х = 7 удовлетворяютъ ему; они удовлетво- 
ряютъ также и начальному сравнешю. 



§ IV. О двучленныхъ сравнен1яхъ. 

78. Разсматривая двучленное сравнеше 

х^ — ^ ^ О (той.|?), 

мы будемъ предполагать, что ^ не д'Ьлится на р. Въ противномъ 
случае сравнен1е им'бемъ одно только очевидное р'Ьшеше ж = О, 
и не представляетъ тогда никакого интереса. 

Принимая это къ св'Ьд'бнш), мы докажемъ сл'бдующую 
теорему. 
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Теорема. Чтобы сраененге 

ж" ^ 2 (и10Й. р) 
ммтьло ргьшете, для этого необходимо и достаточно условге 

^ Л ^\ (той.^?), 

гдть й есть общгй наибольшгй дтьлителъ чиселъ п и р — 1 . 

Если оно удовлетворено^ то сраененге имгьетъ ровно й р^ь- 
шепгйу и можетъ быть замгьнено сравненгемъ 

х^ ^^ (той. 2?), 

гдгь и изображаетъ число, удовлетворяющее условгю 

Доказательство этой теоремы состоитъ въ простомъ прим'Ь- 
неши того, что было изложено въ предыдущемъ параграф*. 

Прежде всего мы зам-Ьчаемъ, что общш наибольш1Й дели- 
тель V Функцш х^ — ^ Т1 х^ — ж очевидно тотъ же самый что 
и функцш ж** — ^ и х^"^ — 1. Но, обозначая чрезъ й обицл 
наибольш1Й д-Ьлитель чиселъ п м р^—\,шл можемъ написать 

^'*'"^-/^=(^"— 2)/;(^), 

гд-Ь (^{х) и (^^х) суть ц'Ьлыя функцш съ целыми коеФФИцхен- 
тами. Отсюда, вычитая одно равенство изъ другаго, получаемъ 

{х''—Фах)-{х^^'-\)т=\-^^. 

Результатъ этотъ показываетъ, что если услов1е 

(1) 2^ ^1 (той. р) 

не будетъ удовлетворено, то 1) =:= 1 . 
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Остается разсмотр^ть случай, когд^ условхе (1) удовлетво- 
рено. Тогда, опред'бливъ два положительны хъ числа и ш Vу удо- 
влетворяющихъ условхю 

(2). .• пи — {р — 1)V = (^, 

мы примемъ во вниманхе равенство 

x---^- = (а^-^)<р,^x), 

гд^ (р^(л?) есть ц-блая Функцхя съ ц'Ьлыми коеФФицхентами. Оно, 
на основаюи (2), можетъ быть написано такъ: 

х^ х^Р-'^"" — 2** = {(хГ — д) <р,{х) , 
или такъ еще: 

(3) . . . . х^-д- = {х''-д)<р,{х)-х'{х^'-'^''-\). 

Обозначая частное отъ д-бленхя Функщи х^{х^^''^^^ — 1) на 
х^~^ — 1 чрезъ ФаС^)? им'Ьемъ 

Внося это выраженхе во вторую часть (3), получаемъ 

Отсюда заключаемъ, что В есть д'Ьлитель х^ — д**. Но не 
трудно уб'Ьдиться, что В = х^ — д**. Для этого стоить только 
показать, что Функщя х^ — }**, по модулю р^ делить каждую изъ 
функцш х^ — 3 и х^^^ — 1. 

Действительно, изъ (1) и (2) вытекаетъ 



1 ^2 ^ 



(той.1>), 



на основанш чего мы заключаемъ о справедливости двухъ тоже- 
ственныхъ сравненш: 
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х^^' — 1 = {х^У^ — {4")-^ 



(той. р). 



Отсюда же видно ясно, что каждая изъ Функщй 

д-Ьлится по модулю р на х^ — з"- 

Итакъ, смотря по тому будетъ ли условхе (1) удовлетворено 
или н-бть, мы будемъ им'Ьть В = х^ — }** иди В = I. Этотъ 
результатъ доказываетъ справедливость предложенной нами 
теоремы. 

Смотря по тому возможно ли сравнен1е x^^^ (той. р\ или 
невозможно, число } получаетъ назван1е вычета или невычета 
^-ой степени. 

Сл'6дств1е 1. Число вычетовъ п-ой степени по модулю р 

р — 1 

равна ^-у— ; они суть корни сравненгя 

Р-1 

х ^ ^1 (той. р). 

Сл'Ьдствха 2. Если п число простое съ р — 1, то сравнеше 
х^^д (той. р) им-Ьетъ одно только р'Ьшеше, именно, ж ^ д** 
(той. р). 

Сл'Ьдствхе 3. Если п д'Ьлитъ р — 1, то сравнете х^^д 
(той. р) им'Ьетъ п р'бшешй или ни одного, смотря по тому бу- 

деть ли удовлетворено условхе ^ »» ^ 1 (той. р), или н'Ьтъ. 

Сл'Ьдств1е 4. Сравнеше х^^1 (той. р) им'Ьетъ всегда 
ровно Л р'Ьшенш. 

Сл'Ьдствхе 5. Сравнеше ^г^-н 1 ^ О (той.^) им'Ьетъ с1 р-Ь- 
шешй или ни одного, смотря по тому будетъ ли частное ^^ 
чисдомъ четнымъ, или нечетнымъ. 

Примгьръ 1. Сравнеше 

а;^^=9 (той. 23) 
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представляетъ намъ случай, когда й = 2. Такъ какъ услов1е 

9" = 1 (той. 23) 

удовлетворено, то оно илгЬетъ два р'Ьшенхя. Дал-Ье, изъ сравнетя 

5и^1 (той. 11) 
находимъ 

и = 9, 9''=2 (тоа. 23); 

следовательно наше сравненхе приводится къ такому 

х^ = 2 (тоа. 23). 

Отсюда находимъ 

ж=5, 18. 

Примгьръ 2. Сравнен1е 

л;^ = 4 (той. 19) 

им'Ёетъ одно только р'Ьшен1е. Чтобы найти его, р^шаемь сравне- 
Н1е первой степени 

5г*^ 1 (той. 18); 



находимъ 
отсюда 



г1=11; 
^ = 4" = 16 (той. 19). 
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ГЛАВА VIII. 

Теор1Я первообразныхъ корней. — Свойства пндексовъ. 

§ I. О показателяхъ, принадлежащвхъ числаиъ по данному 

модулю. 

79. Въ виду того, что теоремы, который мы нам'Ьрены 
зд'Ьсь доказывать, одинаково справедливы, какъ при простомъ 
^модуЛ, такъ и при сложномъ, мы будемъ подразум'Ьвать мод}^1ь 
какимъ угодно. 

Пусть а изображаетъ число простое съ модулемъ к. Обозна- 
чивъ наименьш1е положительные вычеты степеней 

(1) а, а^, а^. . .а", . . . 

соотв'Ьтственно чрезъ 

МЫ зам'Ьчаемъ, что въ ряду (2) н-Ьтъ нуля; ибо предположенхе 
г^== О приводить къ сравнен1ю а^^ О (той. к), невозможному 
при а простомъ съ к. 

Такъ какъ каждое изъ чиселъ (2) больше нуля и меньше к. 
то въ числ* к чиселъ, взятыхъ на удачу изъ (2), всегда найдутся 
по меньшей м-Ьр* два равныхъ. Положимъ, что г. = г^^ при 
чемь ^ <к, г< к^ ] > г. Тогда будемъ им'Ьть 

о^ ^а^ (той. й;). 
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откуда получаемъ 

а^*"* = 1 (тод. к). 

Это показываетъ, что между первыми к — 1 числами ъъ 
ряду (1) всегда найдется по крайней м'Ьр'Ь одно, которое будетъ 
сравнимо съ 1. 

Доказавъ существованхе одного такого числа, мы непосред- 
ственно заключаемъ о существованхи безчисленнаго ихъ множе- 
ства; ибо, возвышая об*! части предыдущаго сравнешя въ какую 
нибудь т-ую степень, получаемъ 

а^^'-*^=1 (той.р). 

Между всЬми подобными числами въ (1) особеннаго вниман1Я 
заслуживаетъ то, которое стоитъ ближе всего къ началу, или. 
другими словами, въ выражен1и котораго показатель п наимень- 
шш. Этотъ-то показатель мы будемъ называть припадлежащимъ 
чг1слу а; можно говорить иначе, что а принадлеоюитъ кг показа- 
телю п. . 

Ясно, что сравнимымъ числамъ принадлежать равные пока- 
затели; но и несравнимымъ числамъ могутъ принадлежать одина- 
ше показатели. Такъ, наприм'Ьръ, для А;= 10 имЬемъ сл-Ьдую- 
щую таблицу показателей: 

а = 1, 3, 7, 9 

п= 14 4 2- 

отсюда видно, что числа 3 и 7 принадлежать къ одному и тому же 
показателю 4. 

80. Теорема 1. Чшобъ имгьло мгьсто сравненге 

а^^а'^'Сшоа.й;), 

необходимо и достаточно условге 

т^ш (той. п)^ 

гдгь п есть показатель^ принадлежащгй чжлу а. 
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Докажемъ прежде всего справедливость теоремы въ част- 
номъ случае, когда т =0. 

Обозначивъ частное отъ д-Ьленхя т на л чрезъ ^, а остагокъ 
чрезъ г, им-Ьемъ ш = мд -*- г. Сравненхе 

а"* = 1 (той. к) 
можно написать такъ : 

аГ^а''^ 1 (тоА.к), 
или 

а**^ 1 (той. Л). 

Такъ какъ г <Сп^ то изъ посл'бдняго сравнен1я заключаемъ, 
что г равно нулю. Сл'Ьдовательно т = п^^ или т^О (той. п). 
Обратно, если т = щ^ тогда ингЬемъ 

а'^ = аГ1=1 (той.к), 
или 

аГ = а« (той. к). 

Итакъ, въ случа-Ь т =0 справедливость теоремы доказана. 
Переходя теперь къ общему случаю, мы представимъ 

сравнеше 

« 

({) а^ = а^' (той. А;) 

такъ: 

при чемъ, само собой разум-Ьется, предполагаемъ ш > т. Но на 
основанш вышедоказаннаго заключаемъ, что последнее сравнеше 
равносильно сравнешю ш — ш'^О (той. п). Сл^Ьдовательно 
сравнеше (1) также равносильно сравнен1ю 

т ^ш (той. п), 

что и стЬдовало доказать. 
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Сл'Ьдствхе 1. Если а по модулю к принадлежишь къ пта- 
зателю п, то всгь числа вг ряду 



1, а, <. . .а"*""* 

несравнимы между собой по тому же модулю к. 

Ибо числа О, 1, 2, ... п — 1 несравнимы между собой по 
модулю п. 

Сл'Ьдствхе 2. Если согласимся разсмашривать числа 
сравнимыя по модулю к, какъ будто равния, то можно сказать^ 
что числа вь ряду 

1, а, а^, . . .а^~\ . . . 

повторяются пер10дически, что перходъ состоитъ ровно изъ п 
различныхъ членовъ и начинается съ перваго члена. 

Сл'Ьдств1е 3. Если число а удовлетворяешь одновременно 
двумь сравненгямъ 

«""= 1, «""'= 1 (той. А;), 

то оно удовлетворяешь и третьему сравненгю: 

а^= 1 (тоА.к), 

гдгь Л изображаешь общгй наиболытй дгьлитель чисель т и т. 
Ибо п должно д'Ьлить оба числа т и ш'; поэтому оно должно 
делить и й. 

Теорема 2. Шоково бы ни было число а, показатель^ принад- 
лежащгй ему по модулю к, есть всегда дгьлитель числа 9(й). 
Такъ какъ наименьш1е положительные вычеты чиселъ 

(2) \,а,а\. . .а^-^ 

суть различные, простые съА; и <А;, то очевидно им'бемъп < (р(й). 

Если п = 9(А;), справедливость теоремы очевидна. 

Допустимъ, что п < 9(А;). Тогда между числами простыми 
съ А; и < А; найдется такое, которое не будетъ сравнимо ни съ 
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однимъ изъ чиселъ (2). Обозначивъ его чрезъ 6, мы зам'Ьчаемъ, 
что всЬ числа, содержащхяся въ двухъ рядахъ 



(3). 



а^-^ 



( 1, а, а^, 



несравнимы между собой по модулю к. 

На самомъ д'ЬлЬ, такъ какъ числа въ первой строкЬ (3) не- 
сравнимы между собой, то отсюда прямо заключаемъ, что и числа 
во второй строк* (3) несравнимы между собой. Остается пока- 
зать, что два числа изъ разныхъ строкъ (3) несравнимы. Допу- 
стимъ сравненхе вида ч 

(4) а**6 = а-^* (той. к). 

Отсюда, умножая об'Ь части на а**""*, выводимъ 
Ъ = аГ-*-^'-' (той. к). 

Это показываетъ, что Ъ сравнимо съ однимъ изъ чиселъ 1 , 
а, . . . а**""', другими словами, что Ъ равно наименьшему положи- 
тедьному вычету одного изъ чиселъ 1, а, а^, . . . а^'~'\ что про- 
тивор'бчитъ предположен1ю; сл'Ьдовательно сравненхе (4) невоз- 
можно. 

Итакъ, наименьш1е положительные вычеты чиселъ (3) не 
только простые съ А;, что очевидно, но также всЬ различные. 
Отсюда сл'Ьдуетъ одно изъ двухъ: или 9(А;) = 2п^ или 9(А;) > 2п. 

Въ первомъ случа-Ь справедливость теоремы очевидна, во 
второмъ — найдется н'Ькоторое число с, простое съ А;, меньше к 
и не сравнимое по модулю к ни съ однимъ изъ чиселъ (3). • 

Возьмемъ во вниманхе систему чиселъ 



(5) 



с, ас, с?с, . . .а**'"^. 



15 
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ВсЬ они несравнимы иежлу собой по модулю к. Ибо допу- 
стивъ, наприм'Ьръ, 

а*с^ а^Ь (той. Л), 
выводимъ 

с = а~~*-^-^'й(тоа.Л); 

отсюда, называя чрезъ г наименьш1Й положительный вычетъ 
числа п — г-1-^ по модулю п, получаемъ 

с^ а^Ъ (той. к)^ 

что противор'Ьчитъ предположен1ю. 

Но изъ того, что всЬ числа (5) несравнимы между собой 
сл'Ьдуетъ заключен1е, что 

9(*) > Зп. 

Въ случа'Ь, если 9(А;) окажется > Зп^ мы будемъ разсуждать 
дал'Ье подобно предыдущему, пока не дойдемъ до уравнешя вида 

ф(А;) = шп, 

гд*! т ц'Ьлое число. Такъ справедливость теоремы становится 
очевидной. 

Сл'Ьдств1е. Если число а простое съ к^ то 

а^(*>=1 (той. Л), 
каково бы ни было а. 

Действительно, изображая чрезъ п показатель, принадлежа- 
щш числу а по модулю Л, мы им'Ьемъ уравненхе 9(й) = пт, на 
основаши котораго заключаемъ 

а^(^> = (аТ=1 (гаой.й). 

Такъ получается новое доказательство^ теоремы Эйлера или 
Фермата. 

81. Зная показатель, принадлежащхй числу а по данному мо- 
дулю Л, легко определить показатель, принадлежащш какой 
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угодво степени а^ по тому же модулю к. Это показываетъ сл'Ь- 
дующая теорема. 

Теорема 1 . Если а принадлежишь кь показателю п по мо- 
дулю к, то степень а^, по тому оюе модулю^ принадлежишь кь 
показателю -|-, при чемь Л изображаешь обшт наибольшгй дгь- 
литель чисель шип. 

ДМствительно, обозначивъ чрезъ х показатель, принадлежа- 
Щ1Й числу а^, мы зам'Ьчаемъ, что х должно удовлетворять 
сравнен1ю 

(1) ■. а^^=1 (тоа.й;), 



откуда выводимъ 
или 



шх ^ О (той. п) 

Р'Ьшен!» этого сравнен1я получаются нзъ Формулы 

(2) ^Ь 

если будемъ полагать посл'Ьдовательно < = 0, ±1, ±2,. . .; 
между ними ел Ьдуетъ- искать х. Самое малое по возможности 
между всЬми положительными числами (2) будетъ искомымъ. 
Это число есть -^; оно очевидно удовлетворяетъ условхю (1), ибо 

а"*^=(а'')Т=1 {той, к); 
сл-Ьдовательно 

п 

Что и сл'Ьдовало доказать. 

Сл'Ьдств1е 1. Если ш простое сь п, то а^ принадлежишь 
также кь показателю п, какь и число^а. 

Сл'Ьдств1е 2. Число чисель , принадлежащихъ по модулю к 
кь показателю п, не можешь быть одновременно меньше 9(п) и 
больше нуля. 
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Действительно, если существуетъ хоть одно число а, при- 
надлежащее къ показателю п по модулю к\ то тогда всЬ числа 
въ ряду 

а, а^, а^, . . .а**, 

коихъ показатели суть простые съ м, принадлежать также къ 
показателю п по тому же модулю к. Следовательно число такихъ 
чиселъ не меньше 9(п). 

Сл^дстЕхе 3. Если а принадлежать къ показателю п, то 
можно найти число^ которое будетъ принадлежать къ любому 
дп)Лителю Л числа п. 

п 

Это число есть а^. 

Теорема 2. Если а и а* принадлежать къ показателямь 
п и п\ простымъ между собою, то произведёте аа принадле- 
жить къ показателю пп. 

Действительно, обозначивъ чрезъ х показатель, принадлежа- 
щш произведен1ю аа\ им^емь 

(3) «"^^^=1 (той. Л). 

Отсюда, возвышая об^ части разъ въ степень п, другой 
разъ въ п\ получаемъ 

пх ,пх ^ \ 

а а ^ 1 I 

а а ^ 1 I 

Замечая, что а" ^ 1 , а' ^1 (той. Л), посл'бднхя сравнен1я 
можно написать проще такъг 



а =1 I 

п'л. , (той. А;), 
а ^11 



откуда вытекаетъ 



пх^О (той. п^) 
пх ^ о (той. п). 
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Сокращая эти сравнен1я соотв'Ьтственно на п и на п\ полу- 
чаемъ 

х^О (той. :п'), 

х^О (то(1;м). 

Это приводитъ къ заключешю, что х д'Ьлится на произведе- 
Н1е пп'. 
Полагая 

х:=пп1^ 

намъ остается опред'Ьлить неизв'Ьстное / ; оно определится изъ 
услов1я (3), которое теперь принимаетъ видъ 

(4) -.а а ^1 (той. л;), 

при чемъ число I должно быть по возможности самымъ малымъ. 
Но сравненш (4) удовлетворяетъ очевидно всякое значе- 
Н1е ^, ибо 

а = (« ) ^^1 (той. Л), 

а ={а ) ^\ (той. й); 

сл'Ьдовательно ^= 1, всл'Ьдств1е чего х = пп\^Ч10 и сл'Ьдовало 
доказать. 

Сл^дствхе. Если нгьсколшо чиселъ а, а\ а\ . . . принадле- 
оюитъ къпоказателямъ и, п\ п\ . . . , простымъ между собою^ то 
произведете ааа\ . . принадлежишь кг показателю ппп\ . . 

Посл'Ьднюю теорему можно обобщить сл'Ьдующимъобразомъ. 

Теорема 3. Если а и а припадлеоюатъ къ показателямъ п 
и п\ то можно найти число^ которое будетъ принадлежать къ 
показателю, равному наименьшему кратному п и п. 

На самомъ д'Ьл'Ь, разложивъ наименьшее кратное М чиселъ 
п и п' на произведен1е простыхъ множителей 



0\дШе6 Ьу Сл00^1С 



— 230 — 

мы согласимся распределять степени т?!**, р/^^ ^ ^ р^г д^ два 
рода, смотря по тому, которые изъ нихъ д'Ьлятъ п и которыя 
не Д'Ьлятъ п; впрочемъ, гЬ степени, которыя д'Ьлятъ одновре- 
менно и п и п' можно считать безразлично, какъ перваго или 
какъ втораго рода. Обозначивъ чрезъ X произведете степеней 
перваго рода, чрезъ [л — втораго, нм*емъ 

при чемъ замечаемъ: 1) X и [л суть относительно простыя, 
2) X д^литт, п, 3) [1 д-Ьлитъ п\ 
Полагая 

П = АА , П = рЦЛ 

МЫ заключаемъ, на основанхи одной изъ предыдущихъ теоремъ, 
что степени 

а и а 

принадлежатъ соответственно къ показателямъ 

п ч п' 

а такъ какъ X и [л относительно простыя, то произведенхе 

а а 

принадлежитъ къ показателю 

Х11. = Ж 
Что и следовало доказать. 

СледстЕхе. Об помощью чиселг а, а\ а\ . . . принадлеоюа- 
щио(^ соотвтьтственно показателямъ п, п\ п\. . ., можно 
найти чглсло^ которое будешь принадлежать къ показателю^ 
равному наименьшему кратному чиселг п, п\ п'\ . . 

82. Между различными показателями, соответствующими 
всевозможнымъ числамъ простымъ относительно модуля Л, осо- 
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беннаго вниманхя заслуживаетъ наибольш1Й; мы будемъ назы- 
вать его наибольшимъ показателемъ по модулю к^ и докажемъ 
относительно его следующую теорему. 

Теорема.^ Наибольшт показатель по данному модулю дгь- 
лится на есть прочге показатели. 

Действительно, положимъ, что а принадлежитъ къ наиболь- 
шему показателю т, а Ь — къ какому нибудь показателю п, 
отличному отъ т. Еслибы число п не делило т, то наименьшее 
кратное чиселъ пти т превышало бы т, и тогда по предыдущей 
теорем'Ь можно было бы найти число, которое принадлежало бы 
показателю > т, а это противор'Ьчитъ предположешю. Следо- 
вательно п делить т. 

Следствхе. Если т есть наибольшт показатель по мо- 
дулю й, то аравненгю 

а;"*=1 (шоа.А) 

удовлетворяетъ всякое число^ простое съ к. 

действительно, каково бы ни было число 6, простое съ й, 
если обозначимъ чрезъ п принадлежащш ему показатель, им^емъ 

(1) Ь^=1 (тоа.й); 

полагая 

т = пп\ 

число п^ будетъ целое. Возвышаемъ обе части (1) въ степень п'; 

получаемъ 

Г=1(тоа.Л). 

$ 11. Случай, когда модуль простой. О первообразныхъ 
корня&ъ простыхъ чвселъ. 

83. Теорема. Ыаибольшгй показатель по простому модулю р 
есть р — 1. 

Первое доказательство. Обозначивъ наибольшхй показатель 
по модулю ^р чрезъ т, мы замечаемъ, что т есть делитель числа 
ф(р)=^р — 1; поэтому т <^р — 1, или т=р — ^1. 
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Съ другой стороны изв'Ьстно, что сравнен1Ю 

{{) ж^=1 {той.р) 

будетъ удовлетворять всякое число, не д'Ьлящееся на р^ всл'Ьд- 
ств1е чего оно им'Ьетъ ровно р — 1 р-Ьшенхй и на основанш тео- 
ремы Лежандра степень его не можетъ быть итже р — 1. Слк- 
довательно т=р — 1, и теорема доказана. 

Второе доказательство. Изображая чрезъ с1 любой д-Ьлитель 
числа 2? — 1, мы ставимъ вопросъ: сколько существуетъ чиселъ, 
принадлежащихъ, по модулю р^ къ показателю (^, при чемъ, ко- 
нечно, числа сравнимыя не принимаются за различная. 

Обозначивъ искомое число чрезъ ф(е^), мы прежде всего по- 
стараемся доказать, что им-Ьть м'Ьсто можетъ только одно изъ 
двухъ: ^{с1) = или ф((^) = 9(й). 

Допустивъ, что существуетъ число а, принадлежащее къ 
показателю с1, мы зам-Ьчаемъ, что всЬ р-Ьшенхя сравнбшя 

(2) .а;^=1 (тоа.р) 

можно выразить чрезъ а, именно: 

(3) <а, а^. . .а^-'. 

Ибо каждое число (З)удовлетворяетъ очевидно сравнешю(2), 
и всЬ числа (3) несравнимы по модулю р^ а сравненхе (2) не мо- 
жетъ им'Ьть бол'Ье ч'Ьмъ Л р'6шен1Й. 

Съ другой стороны, всякое число, принадлежащее къ показа- 
телю Л, удовлетворяетъ сравнешю (1); сл-Ьдовательно въ ряду (2) 
сл'Ьдуетъ искать всбхъ чиселъ, принадлежащихъ къ показателю Л. 

Итакъ, число чиселъ, принадлежащихъ къ показателю с?, равно 
числу чиселъ, содержащихся въ (2) и принадлежащихъ къ пока- 
зателю Л. 

Принимая теперь въ соображеше, что степень а' тогда только 
принадлежитъ къ показателю с?, когда г простое съ с?, мы непо- 
средственно заключаемъ, что ф(й) = ф(е^). 
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Еслибы не существовало вовсе числа, принадлежащая къ 
показателю с?, тогда сл-Ьдовало бы положить ф((^) = 0. 
Для с1=1 им-Ьемъ очевидно ф( 1 ) = ф(1) = 1 . 
Принимая теперь во вниманхе всЬ делители числа р — 1 

мы зам'Ьчаемъ, что сумма ф(1) -I- ф(с?)-1-ф(й') -I- . . .-нф(^> — 1) 
выражаетъ собою число чиселъ, содержащихся въ ряду 
1 , 2, . . . р — 1 ; сл'Ьдовательно 

(4) . . ф(1)^ф(й)^ф(сг')-1-. . .^^(р-1)=р-1. 

Съ другой стороны, по известному свойству ФуНКЦ1И 9((^) 
им'Ьемъ 

(5) . . 9(1)-1-9(сг)-1-9((г')-ч-. . .-нф(2)_1)=2?_1. 
Вычитая (4) изъ (5), получаемъ 

(6) [9(1)-ф(1)]-^[9№-ф№]-^.^. . 

-^[9(Р — 1) — Ф(1> — 1)] = 0. 

По вышедоказанному свойству Функцш ф((^), каждый членъ 
въ первой части (6) или равенъ нулЮу или больше нуля; а такъ 
какъ ихъ сумма равна нулю, то следовательно каждый равенъ 
нулю, то есть 

Ф(1) = <Р(1), 



ф(|, — 1) = <р(|,_1). 



Веб эти уравнешя заключаются въ сл'Ьдующемъ предложеши. 
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Какоеъ бы ни былъ дгьлитель А числа р — 1 , число чиселъ^ 
принадлежащиосъ къ понтатслю с?, всегда роено ^{А). 

Въ этомъ предложенш очевидно содержится наша теорема, 
которая выражаетъ существенную его часть; остальное прове- 
ряется легко. 

На самомъ д^л*, если д есть число, принадлежащее къ по- 
казателю!) — 1, то числа 

представляютъ полную систему несравнимыхъ чиселъ и потому 
число чиселъ, принадлежащихъ къ какому нибудь д-Ьлителю А числа 
р — 1 , равно (п^ 81 , т. 1) числу чиселъ въ ряду 1 , 2, . . . !> — 1 , 
им^ющихъ съ /) — 1 , каждое порознь, общш наибольшхй дЬли- 
тель ^-^. Но известно, что это посл'Ьднее число равно ^{А). 

Число, принадлежащее къ показателю р — 1, называется 
первообразнимъ корнемъ числа р. Число первообразныхъ корней 
есть 9(/> — 1); съ помощью одного изъ нихъ получаются непо- 
средственно всЬ остальные. 

84. Предположивъ, что ни а, ни й не д'Ьлятся на ^р, мы зам^- 
чаемъ, что если х = а удовлетворяетъ сравнен1ю 

({) Ъ^^а (той.^)), 

то и ВС* проч1я числа, сравнимыя съ а по модулю р — 1 будутъ 
также удовлетворять (1); так1я рЬшенхя не считаются за раз- 
личный. Следовательно сравненхе (1) им^егь столько решети, 
сколько въ ряду О, 1, . . . р — 2 находится удовлетворяющихъ 
ему чиселъ. 

Въ частномъ случае, когда Ъ есть первообразный корень 
числа 3?, сравнеше (1) представляетъ особый интересъ. Тогда 
им^егь м^сто следующая теорема. 

Теорема. Если а не дгьлится на р^ ад есть первообразный 
корень р, то сравненге 

д^^а (то^.р) 

имгьетъ одно и только одно ргьшенге. 
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ДМствительно, такъ какъ иаименьш1е положительные вы- 
четы чиселъ 1, д, д^,. . . ^/^""^ представляютъ перестановку чи- 
селъ 1,2, 3...^) — 1,то всякое число а, не д-Ьлящееся на р^ 
сравнимо по модулю р съ однимъ и только съ однимъ изъ чиселъ 
1? 9^ ^?^ /"~^- Другими словами, въ ряду 

О, 1,2,. . .р—2 

всегда найдется одно число и только одно, которое будетъ удовле- 
творять сравнен1ю 

д^^а (той.р). 

Что и сл'Ьдовало доказать. 

85. Въ заключен1е даемъ зд'Ьсь таблицу наименьшихъ перво- 
образныхъ корней простыхъ чиселъ, не превышающихъ 100. 

Р 
9 
V 
9 

§ III. О первообразныхъ корняхъ вообще. Опред1Ьлен1е 
первообразныхъ корней сдожныхъ чиселъ вида р'^'^\ или 

2^?^"*-^ 

86. Понят1е о первообразныхъ корняхъ распространяется 
легко и на сложныя числа. 

Первообразнымъ корнемъ какого бы то ни было числа к 
называется число простое съ )Ь и принадлежащее къ показателю 
9(й;) по модулю Ь. Если случится, что наибольш1Й показатель по 
модулю и меньше ф(й;), тогда число к не будетъ им'Ьть вовсе пер- 
вообразнаго корня. 

Допустивъ существоваше первообразнаго корня д для дан- 
наго сложнаго числа А;, мы можемъ удостов'Ьриться легко въ 
справедливости нижесл'Ьдующихъ теоремъ. 
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Теорема. Если число к имгьешъ одинъ первообразный корень^ 
то оно им1ьетъ ихь ровно 9(9 (Л)). 
Действительно, рядъ чиселъ 

(1) д,^,^,...д<^<\ 

гд^ д есть первообразный корень числа Л, представляетъ полную 
систему чиселъ несравнимы хъ по модулю к и простыхъ съ к. 
Поэтому число всЬхъ первообразны хъ корней числа к рав- 
няется числу чиселъ содержащихся въ (1) и принадлежа щихъ 
къ показателю ф(А;). Но, чтобы число вида д^ принадлежало къ 
показателю (р(й;), необходимо и достатсГчно, чтобы т было про- 
стымъ съ ф(А); следовательно число первообразныхъ корней 
числа к равно числу чиселъ простыхъ съ (р(А;) и содержащихся 
въ ряду 

1,2, 3,...(р(Л^), 

то есть равно 9(9 (Л)). 

87. Если показательное сравненхе 

(1) Ъ''=а{то^Л) 

им'Ьетъ р^шеше гг = а, то всякое число, сравнимое съ а по мо- 
дулю 9(4), также будетъ удовлетворять ему. Поэтому р'Ьшен1я 
сравнен1я (1), сравнимый между собой по модулю 9(^)? не при- 
нято считать за различный. 

Въ частномъ случае, когда Ъ есть первообразный корень, 
им4емъ теорему. 

Теорема. Если а простое сък, а д есть первообразный ко- 
рень Л, то сравненге 

д^ ^а (той. к) 

имгьетг одно и только одно ргьшенге. 
Въ самомъ д'Ьл'Ь, такъ какъ рядъ 

(2) /,^7,^^... /'*'-' 
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представляетъ полную систему чиселъ несравнимыхъ по модулю 
9(й) и простыхъ съ к^ то всякое число а простое съ к сравнимо 
по модулю к съ однимъ изъ чиселъ (2) и только съ однимъ, а это 
доказываетъ справедливость нашей теоремы. 

88. Переходя теперь къ р'Ьшешю вопроса о существован1и 
первообразнаго корня, мы поставимъ самый вопросъ въ такой 
Формй: опред'Ьлить наибольш1Й показатель по данному сложному 
модулю к. При этомъ необходимо переходить постепенно отъ 
одного частнаго сл5^чая къ другому. 

Въ настоящемъ параграФ'Ь мы ограничимся разсмотр'Ьн1емъ 
трехъ сл^дующихъ случаевъ: 

1\ к:=р^-*'\р>2; 
2\ к=2р'^^\р>2; 

при чемъ т изображаетъ произвольное ц'Ьлое число, которое 
можетъ равняться нулю. 

Первый случай, к=р^'*'\ р> 2. Каковъ бы ни былъ пер- 
вообразный корень д простаго числа р, онъ, по теорем'Ь Эйлера, 
удовлетворяетъ сравнен1ю 

дР'^(Р-1)=1 (юоа.1)^-*-^). 
Это сравнен1е мы напишемъ въ вид* уравнен1я 



(1) •. .^^"(^-«=1-*-^?^.-*-^?, 



т' 



гд^Ь ?^ изображаетъ ц'Ьлое число. 

Возвысивъ об'Ь части (1) въ степень ]р, получаемъ 

(2) дР"^Чр-1)= 1 н-^,"-*2^н-р--'Л, 

гд'6 Ь изображаетъ ц'Ьлое число. Зд1Ьсь сл^Ьдуетъ .зам'Ьтить, что 
въ одномъ случа'Ь, именно когда т = 0, р = 2, уравненхе (2) 
можетъ не им4ть м^Ьста;* поэтому -то мы предполокили |) > 2 и 
р-Ьшились случай р=2 разсматривать отд'Ьльно. 
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Внося въ об'Ь части (1) т-*- 1 на м-Ьсто ш, им'Ьемъ 

(3) ....... . /"^^•(^'-1)= 1 н-^,--*г„^.. 

Сличая (2) съ (3), находимъ 

ИЛИ 

(*) г,„-^,=гж(тоа.;)). 

Сравнеше эт'о показываетъ, что числа 

(5) «О) 2п 32. Зз»- • -«т»- • • 

или всЬ делятся на 2:;, или ни одно изъ нихъ не д^Ьлится на_р. 
Который изъ этихъ случаевъ будетъ им'Ьть м-Ьсто, это зависитъ 
отъ выбора 5^; и не трудно показать, что если при данномъ д всЬ 
числа (5) д-Ьлятся на р^ то стоить только увеличить д на р^ 
чтобы ни одно изъ нихъ не делилось на р, 
Въ самомъ д'Ьл'Ь, полагая 

и возвышая въ степень р — 1 , находимъ 

гд* Ь изображаетъ ц-Ьлое число. 

Внося во вторую часть посл'Ьдняго уравнен1я на м-Ьсто д^~^ 
равное значен1е по Формул'Ь 

получаемъ 

(6) 9'~' = \-^р{^,-^{V-'^)9^')-*-^р'• 

Обозначая чрезъ с[^ значена, которое принимаетъ д^ соот- 
в-Ьтственно корню д\ им'Ьемъ 

(7) 9^~^ = 1 -*-М о- 
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Изъ (6) и (7) вынодимъ 



Лр. 



Л такъ какъ по предг1оложе1пю ^^ делится на р^ то иаъ ио- 
о-Ьдияго уравнеи1Я заключаемъ 

(8) . 8;^(1^-1)/"* (той.^?). 

Отсюда ясно, что д\^ ие Д'Тиится на р^ а сл'Ьдовательно и вгЬ 
числа въ рад 

не Д'Ьля гея на р. 

На основаши вышеизложен наго мы теперь вправ'! предпо- 
ложить, что 1И2рвообразный корень д числа р такъ подобранъ, 
что ^^ не д-Ьлится па р^ или, другищ словами, что сравнен1е 

1ГИ при какомъ ш^ начиная съ ш ^==^ О, м 1»с га не имЬетъ, 

Принимая это въ сооб])ажец1е, не трудно доказать следую- 
щую теорему. 

Теорема. Еслг^ д есть п^оофазпый корень птетнаго про- 
сташ ^тсла р, и прншомъ частное 



не д^ьлится па |^, то д есть парообразный корень сте1^шт 
р^^\ каково бы ни было от. 

При т^О теорема очевидна. Мы допустимъ, что она в Гфна 
при какомъ нибудь ш и докажемъ ея справедливость при значе- 
Н1И т на единицу больше. 

Обозначимъ чрезъ х показатель нринадлежащш числу д по 
модулю 1?"^"^^; этотъ показатель долженъ д^Ьлить ф(р"*~*^^); по- 
этому можно положить 



(9) 



р 



Ш-Н1 



{р'—1) = х1, 



при чемъ I изображаетъ ц^лое число, 
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Дал'Ье, изъ срав1ген1я 

^^=1 (тоа.р^-*-'), 
вытекаетъ 

/=1(гао(1.1>^-^*); 

а такъ какъ по предположешю число д припадлежитъ по модулю 
р^'^\ къ показателю фС/)*""*"'), то х должно делиться на ^{р^'^\ 
и потому можно положить 

(10) х^р^{р-\)1\ 

при чемъ I' изображаетъ ц'Ьлое число. 
Изъ (9) и (10) выводимъ 

на осиован1И чего заключаемъ, что им-Ьетъ м'Ьсто одно изъ двухъ : 
или 

1=р, Г=1, 
или 

Первое предположете даетъ 

тогда сравнен1е 
принимаетъ видъ 

а это, по преДположен1ю, не им'Ьетъ м'Ьста. Сл'Ьдовательно 
остается заключить, 

всл'Ьдств1е чего находимъ 
Что и сл^Ьдовало доказать. 
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89. Второй слгртй, к = 2р"'~*'\ ^> > 2. Въ этомъ с луча Г., 
точно также какъ и въ предшествующемъ, паибольшгй показа- 
тель равснъ ф(й), что равносильно существоваигю первообраз- 
ныхъ корней. 

Доказательство этого ие представляетъ никакого затруднешя; 
оно вытекаетъ бзъ вышевзложопнаго, какъ сейчасъ увидймъ, 

Теорвма. Мели д есть переообразиый трет числа р'^^^. 

тогда тъ ^вуооъ чтелъ д и д-^р^^^^ шо^ которое нечтпное^ 
есть первообршный корень числа 2р^~^\ 

Прежде всего зам-Ьтимъ, что такъ какъ д и д-^р^^^ с^ть 
одновремеиеые первоооразиые корни числа р \ которые не 
принято даже считать за различные, то мы можемъ прямо пред- 
положить, что первообразный корень д есть нечетный. 

Принимая это во внпман1е, мы обозначимъ чрезъ аг показа- 
тель прииадлежащхй числу д по модулю ^р'^~^\ Число х будучи 
д^лите.темъ Ф^ЗУ""""') даетъ право написать 



(1) 



р'^{21 — 1} = Ы, 



гдй I Езображаетъ д'Ьлое число. 

Съ другой стороньц изъ сравнен1я 



вытекаетъ 



/=1 (той. 21>"*-^\), 
/=1 (той.!^'"'^'). 



Отсюда сл'Ьдуетъ, что х д'Ьлится на <р{р^^^)\ ибо д по мо- 
дулю р^'^^ принадлежитъ къ показателю 9(р"*^М; следова- 
тельно 



(2). 



С^=р^{р—1)Г, 



гд^Ь 1^ изображаетъ ц'Ьлое число, 
Изъ (1) и (2) выводимъ 



гг=1. 



16 
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Следовательно 

1=1, 

Но 

- <?(?'"'■"') = <Р(2К^'), ' 

ибо р нечетное; поэтому можно написать 

Это показываетъ, что д есть первообразный корень числа 

90. Третгй случай^ к = 2^"*"'. Если ш = О, им'Ьемъ к =2. 
Это число не представляетъ ничего достойнаго вниман1я по отно- 
шешю къ первообразнымъ корнямъ, но все же сл-Ьдуеть зам'Ь- 
тить, что оно им'Ьетъ первообразный корень. 

Если ш = 1, им'Ьемъ к = 4:. Это число им'Ьетъ одинъ перво- 
образный корень, именно 3. 

Если т > 1, тогда к > 8. Въ этомъ случа^Ь число к = 2^"*"* 
не им'Ьетъ вовсе первообразныхъ корней; это показываетъ сх^- 
дующая теорема. 

Теорема. Если т > 2, то наибольшгй показатель по модулю 
к=2'''-^'равет1(^^{к) = 2'^~\ ' 

Для доказательства возьмемъ во вниманхе какое нибудь не- 
четное число а; квадратъ его можно представить такъ: 

а^=1-^2Ч, 

гд'Ь I изображаетъ ц'Ьлое число. 

Возвышая об'Ь части въ квадратъ, получаемъ 

а^''= 1-^-24,, 

ГД'Ь 1^ изображаетъ число ц'Ьлое. 

Возвышая еш,е разъ въ квадратъ, получаемъ 

а'' =1-^-24,, 

ГД'Ь ?2 изображаетъ ц-Ьлое число. 
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Продолжая пост)^оать подобоымъ образомъ да.гЬе^ мы при- 
[^ходпмъ къ общей ФормулЬ 



9Ш — I 



= 1-+- 2 '"-*-' г 



т — 2 ? 



I 



которая можстъ быть паписапа такъ: 

(I) «^^(2"*^')^! (тоа. Г*"^'), 

•лричемъ сл'Ьдуетъ имЬть въ виду^ что т ^ 2. 

Сравцен1е (Г) локазываетъ, что па1!больш1Й показатель по 
модулю 2"*"*"\> 8 всегда меньше ф(2*'*'*'^); сх^довательно числа 
вида 2"*"*"\ начиная съ 8, первообразныхъ корней не илйютъ. 

Остается теперь доказать существован1е числа, принадлежа- 
щаго по мод^улю 2*"^^^ > 8 къ ггоказателю 2^""\ 

Пусть а плображаетъ какое ппбудь число вида 8п ± 3^ 

(2)- . . • - , . а = 8п±д. 

Возвышая а въ квадратъ, паходимъ 

[гД'Ь I изображаетъ нечетное число. 

Возвышая об'Ь части посл^Ьдияго уравпешя въ квадратъ, 
находимъ 

гд'б ?| изображаетъ нечетное число. 

Продолжая дал'Ье дййствовать яодобкымъ образомъ, прихо- 
димъ къ общей Формул^Ь 



(3) 



,^■~^ = 1-^2* 



ч 



т — а? 



гдЬ ^^_2 ^^зобрая^аетъ нечетное число. 

Изъ полученныхъ уравнен1Й ясно видно, что въ ряду чиселъ 



1, а^'— 1, а^ — 1, 



-1. 



1^ 

Т)|( 
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первое, которое д'Ьлится безъ остатка на г*""^' есть 

Сл'Ьдовательно число а = 8п111 3 по модулю 2*^"*"* принад- 
лежитъ къ показателю 2^^^ = §ф(2*""*~^). 
Такъ теорема наша доказана вполнб. 

91. Теорема. Если число а есть вида 8п ± 3, а т > 2, то 
числа 

1, а^ а^, а^, . . . а^^ ^^ 

— 1, — а, — а^, — а^, . . . — а^^""^"~^ 

представляютъ полную систему нечетныхъ чиселъ^ несравни- 
михъ по модулю 2^"*"* . 

Действительно, что числа, стоящ1я въ одной строк'Ь не- 
сравнимы, это прямо есть сл'Ьдствхе того, что а принадлежитъ 
къ показателю 2^""\ Намъ остается доказать, что числа въ 
разныхъ строкахъ также несравнимы по модулю 2^"*"* . Но для 
этого очевидно достаточно доказать, что — 1 не сравнимо ни 
съ однимъ изъ чиселъ первой строки. 

Допустимъ противное, 

а'= — 1 (той. 2'""*-^), 
причемъ г < 2^""\ Тогда будемъ им^ть 

откуда, возвышая въ квадратъ, получаемъ 

' а^'= 1-1-2^-^%, 
или 

а^^=\ (той. 2^-*-'). 

Сравнеше это показываетъ, что 2г д'Ьлится на|ф(2*""*^) = 2*^ 
или, пропое, г Д'Ьлится на 2^"^ . А такъ какъ, по предположешю, 
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Т<; 2"*^^, то остается положить 1 :^ 0^ что приводитъ къ невоз- 
можному сравнению 

1 = — 1 (шоа. 2'"'^')- 

Итакъ, — 1 не находится въ первой строке ; этймъ теорема 
доказана. 

92. Еслв сравнен1в съ двумя иеизБ%стнымп 

(1) (— 1Г# = й(шоа.2"^^), (т>2), 

11>гЬетъ р^шеше ;г = а, у = ^, то всякая пара чисел ъ а, ^\ 
тдовлетворяющ.11>1Ъ уСЛ0В1ЯМЪ 

а = а (той. 2), ?'= Р (той. 2"^'') 

будетъ также составлять р1;шеше сравпенхя (1). Т1ашя р-йшеихл 
не статаются за различный; поэтому число р^шеп1Й сравнешя (1) 
равно числу паръ (д;, у), удовлетворяющихъ (1) и состав ден- 
ныхъ взъ чиселъ 



х^О, 1; р = 0, 1, 2, 



1. 



Принимая это въ соображен1е^ мы можемъ нослйднюю тео- 
рему выразить такъ: 

Каково бы ни было нечетное число Ь^ если а есть тда 
8?'^ ± 3^ шо оравнеше 

(_ 1)^ а}*^Ъ (П10(1. 2"*-*-^) , {т > 2), 

илтешъ одно и только одно ршиенге. 

93. Предполагая какъ прежде 2"*"*"^ > 8, и что № есть вида 
8п =Ь 3, мы прибавимъ къ предьодщему следующее зам-бчаше. 

Оба числа й" и — а** прииадлелсатъ по модулю 2*""^^ къ 
одному и тому же показателю ^—^ ^ гд^ й есть общ1Й каиболь- 
шт д-Ьлитель чиселъ 2'''""* и п. Исключен1е составляетъ частный 
случай, когда п делится на 2'"~'; тогда а" нринадлежитъ къ 
показателю 15 а — а" къ показателю 2. 
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Всл'Ьдствхе этого зак^тючаемъ: 

1^. Чиселъ, принадлежащихъ къ показателю 2, есть три; 
они сл4дующ1я: 

— 1, а , — а 

2^. Чиселъ, принадлежащихъ къ показателю 2'>25 есть 
2<р(2*). Они получаются изъ Формулы 

если давать для г всЬ нечетный значен1я < 2*. 



§ IV. ОпредЪлен1е наибольшаго показателя по какому угодно 

модулю. 

94. Частные" случаи, разобранные въ предыдущемъ пара- 
граф'!, приводятъ къ р'Ьшенш общаго вопроса объ опред'Ьленш 
наибольпааго показателя по какому угодно модулю. Прежде ч-Ьмъ 
показать это, мы докажемъ нижесл'Ьдующхя дв-Ь теоремы. 

Теорема 1. Шли какое нибудь число а по двумъ взаимно 
простымъ модулямъ к и 1с принадлежишь соотвгьтсшвенио къ 
показателямъ п и п\ то по модулю Шс оно будешь принадле- 
жать кь показателю^ равному наименыиему кратному п и п\ 

Д'Ьйствительно, обозначивъ чрезъ х показатель, принадле- 
жащш числу а по модулю кк\ мы им'Ьемъ 

а'^^! (той. кк\ 

откуда вытекаютъ два сравнен1я : 

а*= 1 (той. к), а''= 1 (той. к), 

который показываютъ, что х делится какъ на п такъ и на п. 
Сл'Ьдовательно х д'Ьлится на наименьшее кратное ^\Г чиселъ п и п, 
Съ другой стороны им'Ьемъ сравнен1я 

а^= 1 (той. к), а^= 1 . (той. к'), 
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откуда заключаеиъ 



а^=1 (той. к1с), 



а это показываетъ, что Л" д1^лйтся гш. ;г-. 

Итакъ, каждое изъ чиселъ .г ^ IV дЬлится на остальное; сл-Ь- 
довательио .1:" = Л^^ что и сл-Ьдовало доказать. 

Теорема 2. Если по двумъ взшшно простымъ модцлямъ к 
гь 1с сооттьтствующге пш^больнт показатели суть т и ш\ 
то тшбольшт показатель по модулю к1с равенъ шшмепытму 
Нратному т и т\' 

Па самомъ д^Ьл^, пазывая соотвфэтствеппо чрезъ а и а числа, 
лрииадлсжащ1я по модулю к или к' къ показателю т пли пг, мы 
за*гЬчаемъ, что число Ь, удовлетворяющее одновременно двумъ 
сравлепгямъ 

й ^ й (той. к) у Ь^ г/ (шо(1. Л), 

прииадлежитъ по лш,у^лю кк' къ показателю Ж, равному наи- 
меньшему кратпо^1У чиселъ ад и т.\ 

Съ ДР5Т0Й стороны э ести обозначнмъ соотв'Ьтствешю чрезъ 
Nу п^ п показатели, прпнадлез^ап:11с какому нибудь числу Ь* гго 
модуллмъ кк\ й, к\ то зам^чаемъ: во первыхъ, что Л'^есть наи- 
меньшее кратное чиселъ п и п\ во вторыхъ^ что ш ж пг д'Ь.иятся 
соотв11ТСТвенио на п и п\ Сл1;довательно Ж д-Ьдится на Л^; от- 
сюда заключаемъ, что М есть наибольш1п показатель по мо- 
дулю кк\ 

Сл^Ьдств1е, Если т, ш\ ш\ , , , суть наиболыиге попаза- 
тели по соошвттствующимъ взаимно простымъ модулпмъ к. 
к\ и\. , , 5 ^2^ наибольшгй показатель по модулю Ыск'\ . . ра- 
ееш паимвпьтему кратному чиселъ т, т\ пь\ . . . 

Лримгъръ. Положимъ й^5, Г ^7, и для каждаго изъ 
этихъ модулей составимъ таблицу показателей вс4хъ чиселъ. 
1". Для к ^^5 имЬемъ 

числа а= 1, 2, 3, 4; 
показатели п=1, 4, 4, 2, 
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2* а для А; = 7, 

числа а = 1, 2, 3, 4, 5, 6; 
показатели п'= 1, 3, 6, 3, 6, 2. 

Наибольшш показатель по модулю кк^= 35 равенъ наимень- 
шему кратному 4 и 6, то есть 12. 

Число 3 принадлежитъ къ наибольшему показателю какъ по 
модулю 5, такъ и по модулю 7; поэтому по модулю 35 оно при- 
надлежитъ къ показателю 12, также наибольшему. 

Число 2 принадлежитъ къ показателю 4, по модулю 5, а по 
модулю 7 къ показателю 3; наименьшее кратное 4 и 3 есть 12; 
следовательно 2 по модулю 35 принадлежитъ къ показателю 12. 

Число 4 по модулямъ 5 и 7 принадлежитъ соотв'Ьтственно 
къ показателямъ 2 и 3; наименьшее кратное этихъ чиселъесть 6; 
сл'бдовательно 4 по. модулю 35 принадлежитъ къ показателю 6. 

95. Теорема. Каково бы ни было число 

наиболытй показатель по модулю к равенъ одному изъ двухъ: 
или наименьгаему кратному чисель 

или наименьгаему крашеному чиселъ 

|ф(2»), <р(К1), <р(<*), . . .'<р(1>Л)- 

Первый случай имгьетъ мгьсто, когда п ^ 2 , второй — 
когда п > 2. 

Действительно, полагая • 

МЫ зам^чаемъ, что числа й^^, Лд, . . .й;^_^^ суть взаимно простьш. 
Обозначая соответственно чрезъ т^, т^, . . . т^_^^ наибольшхе 
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показатели по модулямъ й^, А^^ . • . ^г-*-1? ^^^'Ьемъ: во первыхъ, 
т^^ФС^") ^^"^^1 "*1^|?(^'^Ь смотря по тому оудетъ ли п<2 
пли «>2; во Бторыхъ, %— Ф(рЛ)| ^^*ч = ф(^рЛ)? - * - 
иг,._^^^ ^ 9(рД)^ Отсюда, на осповаши теоремы п^ 94 заклю- 
*шемъ, что иапбольш1Й показатель по мод5^лю к^к^'к^, . Л: 
равеаъ наименьшему кратному чиселъ ш^, т^,, , . **^'г-*^1' 
и составляетъ сущность предложенной теоремы. 

Число к только тогда им'Ьетъ первообразный корень, когда 
соотв'Ьтствуюний ему, какъ модулю, паибольш1Й показатель ра- 
вепъ ф(Л;), Но это им4етъ а11Ьсто то.1ъко въ сл^^дующихъ чегы- 
рехъ случаяхъ: 

к ^2, 4, /, 2/. 

ВсЬ эти случаи были разобраны въ предшествующемъ пара- 
графЬ. 

96, Р'Ьшен1я сравнев1я 

(1) .а^)=0{тойЛ) 

(фи сложномъ модул'Ь сл^Ьдуетъ разд'Ьлять иа два рода: простыл 
съ к у п им-Ьюнцл съ к общ! и д-Ьлитель, 

Если Д'Ьло вдетъ объ отыскан1П р^шенш исключительно пер- 
ваго рода, то тогда степень сравнен1я можно понизить на столько, 
чтобы она была пиже наибольшаго показателям, соотв'Ьтствую- 
щаго модулю к. Для этого стоить только Функц1Ю {{х) разд^Ьлить 
наш** — 1, Остатокъ /'^(а;), подучеопый отъ этого дйлетя, бу- 
деть степени ниже п, и сравпеше 

(2) . . . . . /;(2;) = О (той. к) 

будегь им^ть вс^! р11щен1Я перваго рода обвдими съ (1). 
Примгьръ, Возьмемъ во вниман1е сравыен1е 

х^ — 7з^^-^1^йЁ^—оx'^- 1 ^0 (той, 12)/ 

Такъ какъ посл'6дн1Й членъ въ первой части простой отно- 
сительно 12, то сравнеше не им'Ьетъ вовсе р-Ьшешй втораго 
рода. 
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НаибольшШ показатель по модулю 12, будучи равнымъ наи- 
меньшему кратному чиселъ (р(4) и 9(3), есть 2; поэтому всякое 
число простое съ 1 2 удовлетворяетъ сравнешю 

х^=1 (тоа. 12). 

Отсюда выводимъ 

ос^^х^ х^^1^ а^^х (той. 12), 

всл'6дств1е чего начальное сравненье приводится къ такому 

х—Тч-Пх—бх-^-Х =0 (той. 12), 
или 

7^г— 6 = (той. 12). 

Сравнен1е это не им^Ьетъ ни одного рЬшешя простаго отно- 
сительно 12; поэтому начальное сравнен1е невозможно. 

§ V. Новое доказательство теоремы Вильсона въ обобщенной 

ФормЪ. 

97. Лемма. Если д есть первообразный корень числа й > 2, 
то 

Лемма эта вытекаетъ непосредственно изъ теоремы 2-ой 
п^ 67; однако, им'Ья въ виду пользоваться зд'Ьсь исключительно 
началами теорш первоо^бразныхъ корней, мы дадимъ другое ея 
доказательство. 

Въ случа'Ь к = 4 справедливость леммы пров'Ьряется непо^ 
средственно. 

Въ случа'Ь к=р^ мы зам'Ьчаемъ, что число ф(й) четное; 
поэтому сравнеше 

^9(*)_1=0 {тоА.р'') 

можетъ быть написано такъ: 

{{) (^^^^^^—1) (^^^(^)-*- 1) = О (той. Л. 
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Не можетъ быть, чтобъ оба множителя въ первой части 
д-блились на^р, потому что тогда мы имйли бы два сравнен1я 

■«.да , ^[(трй.^)), 
^5«>(*)_4_ 1=0]. 

2 = 0(той.^р); 



откуда вытекаетъ 



а это невозможно, шбо р подразум'Ьвается нечетнымъ простымъ 
чнсломъ. 

Итакъ, одинъ изъ множителей (1) есть простой относительно 
р^; следовательно одинъ изъ нихъ д'Ьлится на р^. Но первый 



множитель, именно 



9 



[9№) .1 



не можетъ д'Ьлиться на р^; иначе д не было бы первообразнымъ 
корнемъ числа к; сл'Ьдовательно 

^^фда = _1 (той./). 

Остается еще показать справедливость леммы въ случае 
Тс = 2р^. Тогда число 9(^к) есть четное, д — нечетное, и мы опять 
им'бемъ сравненхе (1), въ первой части котораго Оба множителя 
суть четные. Одинъ изъ нихъ простой относительно р^, другой 
Д'Ьлится на ^*, а тбмъ самымъ д'Ьлится и на 2р^. Но множитель 
д1ш — I ^^ Д'Ьлится на 2р^; иначе д не было бы первообраз- 
нымъ корнемъ числа 2р^; сл'Ьдовательно 

д^т^ I = О (той. 2р% 

Что и требовалось доказать. 

98. Переходимъ теперь къ доказательству обобщенной тео- 
ремы Вильсона. 

Теорема. Абсолютно малый вычетъ произведенгя всгьхъ чи- 
селг, простыхъ съ модулемъ к и <,Тс, равенъ — 1 или -*- 1 , 
смотря по тому имгьетъ ли число к первообразный корень или 
итьтъ. 
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Предположимъ сперва, что к им'бетъ первообразный корень; 
другими словами, что им'Ьетъ м'Ьсто одинъ изъ четырехъ слу- 
чаевъ: Л = 2, 4, ^)*, 2р^. 

Въ двухъ первыхъ случаяхъ справедливость теоремы про- 
в'Ьряется непосредственно. 

Въ двухъ посл'Ьднихъ случаяхъ мы зам'Ьчаемъ, что совокуп- 
ность наименьшихъ положительныхъ вычетовъ чиселъ 

гд'Ь д изображаетъ первообразный корень Л, — представляетъ 
всЬ числа простыя съ Л и < й. Поэтому, изображая ихъ про- 
изведеше чрезъ П, им'Ьемъ сравненхе 

которое -МОЖНО написать такъ: 

П^Д'И-^)(той.Л). 

Но по вышедоказанному им'Ьемъ 

^ 2 ^ — 1 (той.р); 
сл'Ьдовательно 

П = (— 1)^^*^~^(шой.А). 

А такъ какъ число ср(й) всегда четное, то посл^Ьднее сравне- 
Н1е можно написать такъ : 

П = — 1 (той. к). 

Остается теперь доказать справедливость теоремы въ пред- 
положенш, что к не им'Ьетъ первообразнаго корня. 
Допустимъ сначала 



й;=2^ п>2. 
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Тогда по теорем'Ь п^ 91 им'Ьемъ 

или, тфоще, 



П ^ 3" ^" ^ (той, 2). 



А такъ какъ число 3 по модулю 2" припадлежитъ къ пока- 
зателю |ф (2**) = г"'^', то 

З^**-^^! (той. 2"), 

всл'Ьдствхе чего предыдущее сравнехне принимаетъ видъ 

П = 1 (той, 2"*); 

что подтверждаетъ сараведливость теоремы въ предполошен- 
номъ случае. 

Переходя теперь къ общему случаю 

й=2"^?Л^^Л'- ■^^/^ 

мы возьмемъ во В11нман1е всЬ числа 

простыясъЬи <^*, и назовемъ вхъ наиме11ьш1е похожитель- 

ные вычеты по модулю ^у.^ чрезъ 



1 у!*) **Л г 






Посл^Ьдн1Й рядъ содержвтъ всЬ числа простыв съ р^ и 
<;^?**»\ при тойгь каждое число повторяется въ немъ ровно 

разъ. Сд-Ьдоватсльно, изобра?кая чрезъ Р^ произведенхе всЬхъ 
чиселъ простыхъ съ р^ и <^р^ -^ им'Ьемъ 

ф(2^) , . . ф(/*'-0 Ф(г^^^0 * . ^ 9{Р^) / 1 оц. 
П ^ Р^^ ^ ^^^ *— 1 ^^^ «-Ы ^ ^ »• (той, рУ). 
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Но 00 вышедоказанному им'Ёеиъ 

Р = — 1{тоА.р,У, 
стЬдовательно 

П = 1 (той.^),"'); 

ибо показатель еадъ буквою Р въ предыдущемъ сравненш оче- 
видно четный. 

Въ посл^днемъ сравнен1и значекъ г можетъ принимать любое 

изъ значенш 

1=1, 2, 3,. . .г; 

поэтому можемъ написать 

П = 1 (шод. 2>1"1), 



(1). 



П = 1{тоА.р,'-), 



П = 1 (той. р^^^■). 

Сверхъ того по вышедоказанному им'Ьемъ 

(2) П = 1 (той. 2"). 

Изъ (1) и (2) заключаемъ 

П = 1 (той. 2"^;1"^ Р^^ . . ■ 1>Л) 
или 

П ^ 1 (той. к). 

Что и следовало доказать. 

§ VI. Теор1я индексовъ. Придожен1я. 

99. Известно, что если число к им'Ьетъ первообразный ко- 
рень р, то всякое число а простое съ к можно представить такъ: 

(1) а = /(то(1. й;), 
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гд-Ь ж язображаетъ некоторое нзъ чпселъ 



(2) 



о, 1,2,. ,.9()Ь) — 1. 



Кром^Ь этого одного р'Ьшентл х сравнен1е (1) им'Ьетъ беэчнс- 
лешюе множество другихъ, опред^ляеиыхъ по общей Формуд-Ь 

гд4 I нзображаетъ произвольное ц'Ьлое число. 

Число %^ удовлетворяющее (1) и содержащееся въ (2) назы- 
вается ипдексомь пли укажтгелемъ числа г^; число д называется 
ототтемъ системы индексовъ. 

Иидеьхъ какого ипбудь числа а для сокращен1я изображается 

символомъ 

1пс1 а. 

Опъ обладаетъ свойствами аналогичными со свортствами лога- 
риемоЕъ. 

Если а^Ъ (то{1. й), то очевидно ГпЛа = 1пйЬ. 

Иидексъ основан1я всегда равенъ Ь Сверхъ того иагЬемъ 
Ьй 1 = О, 1пй(— 1) = |ф(й). 

100, Теорема. Иидексъ прошаедетя деухъ чгтелъ сраепимъ 
»ю модулю (р(А:) Со суммой гьхъ гтдекстъ. 
Д'Ьйствпте.1ьно, мы пм4емъ два сравнен1Я 

а' = д^"^**'(тоа,)Ь), 
которыя перемножая почленно, пол^^чаемъ 



{т 



' ___ Гай я -I- Тай а' 



(той. Й). 



Но, съ другой с1юроны^ пм4емъ 



сл-Ьдовательно 



рМа»'^^ 



Тнй л -I- Тай а' 



(тос1. к). 
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А такъ какъ д принадлежитъ къ показателю ср(й), то изъ 
П0СЛ1&ДНЯГ0 сравнен1я вытекаетъ 

1п(1 аа! ^ 1п(1 а -н Хпй а (той. ср(Л;)) . 

Что и сл'бдовало доказать. 

Сл'Ьдствхе 1. Индексъ прошведенгя какого угодно числа ни- 
сель сравнимъ по модулю (р(й;) съ суммой ихь индексов^. 

Сл'Ьдств1е2. Индексъ степени какого угодно числа сравнимъ 
по модулю 9 (Л) съ прогсзведетемъ показателя степени на индексъ 
числа. 

Отсюда сл^дуетъ, что по даннымъ индексамъ чиселъ а, а\ 
а\ . . . легко вычислить индексъ произведешя ааа\ . . Для 
этого стоить только составить наименьшш положительный вы- 
четъ суммы 1пАа -ь- Тпйа'н- 1п(1а"-1- ... по модулю (^{к); это 
и будетъ искомый индексъ. 

Наименьшш положительный вычетъ произведешя п 1п6. а 
равенъ индексу степени с^- * 

101. Им'Ья таблицы индексовъ всЬхъ чиселъ, составленныя 
для различныхъ модулей, можемъ ими пользоваться для удобнаго 
Р'Ьшешя разныхъ вопросовъ въ теорш чиселъ, подобно тому 
какъ въ алгебр'Ь пользуются логарифмическими таблицами. 

Возьмемъ во вниманхе сравнеше 

(1) л;^=г(тос1.Х;), 

гд'Ь 2 простое съ й;, и положимъ что к имЬетъ первообразный 
корень д. 

Искомое р^Ьшеше х должно быть простымъ съ й, а такъ 
какъ индексы чиселъ сравниыхъ между собой равны, то 

Съ другой стороны им'Ьемъ 

1п(1 (хР^п 1п(1 X (той. 9 (А;)) ; 
сл'Ьдовательно 

(2) п1пАх^1\\^^ (той. 9(^))- 
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Это сравнете первой степени отноеите.тьно неизв-Ьстнаго 
Ъйх. Если общ1Й наибольш1й д-блптель ^ чисежъ п ш <^{к) дй.1итъ 
1пдд, тогда оно им^етъ ровно ё рйшен1Й, ЕбСрабЕ1Имыхъ но мо- 
дулю ф(А), Наименьшш положительный вычетъ каждаго изъ 
этихъ р-бшенгй булеть ипдексомъ соотв'Ьтств}ющаго р-6шен1я 
сравненья (1). По данному ГпД^; мы отыщемъ въ таблвг^ахъ 
самое число х^ и такимъ образомъ можно опред-Ь^гать вс'Ь й р'6- 
шешй (1). 

Если 1пДд не д-Ьлптся на 4^ тогда (2), а тймъ самымъ и (1) 
невозможно. 

Только что пол>^ченное условге, необходимое и достаточное 
для тогОу чтобы сравнен1е (1) им-йло р-Ьшеше, можно выразить 
въ другой Форм'Ь. Д-ййствительно^ по означенному услов1ю можно 
написать 

^^д^^' (тойЛ); 



9 т 



отсюда, возвышая об'Ь часто въ степень -^5 по.тучаемъ 

(3) 



д ^ ^ 1 (гаой. к). 



Легко доказать обратное: если (3) вм4етъ м'Ьсто^ то тогда 
(1) возможно. Для этого возвысемъ об^Ь части сравнен1Я 



9(Ь), 



въ степень ^-; по.т\'чаемъ 

дт^^'^^^^т (той. к). 
Это на основаши (3) принпмаетъ видъ 

Отсюда заключаемъ, что показатель 



17 
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делится безъ остатка на фС*)? другищ! словавга, что Хпйд де- 
лится на с1. Следовательно сравненхе (1) им^еть р-бшеше, и усло- 
В1е (3) вполне равносильно прежде найденному. Это даетъ такую 
теорему (п^ 78), 

Теорема. Если к имтьетъ первообразный корень, то сравпенге 

х^^д (той. к) 

возможно или невозможно, смотря по тому удовлетворено ли 
условге ^^ 

^^ ^1 (той. А;), 

или нгьть; при чемъ й изображаетъ общгй наибольшгй дтьлитель 
п и ср(й). 

Въ случать, если усмвге удовлетворено, сравненге гшп^етъ 
ровно с1 ргьшенгй. 

102. Перейдемъ къ другому частному случаю, именно 
й = 2^^ 8, и разсмотримъ сравнеше 

(1) . . x'' = ^{шо^.2'^), 

предполагая, конечно, ^ числомъ нечетнымъ. 

Известно, что всякое нечетное число ^ можно представить 
въ вщ'Ь 

{? = (— 1)"3^(той. 2*^), 

гд* а равно нулю или 1, а р равно одному изъ чиселъ О, 1, 2, . . . 
2^-2—1. 

Положивъ 

ж = (— 1)4^ 

вм-Ьсто (1) будемъ им^ть 

(— 1^^ З'*^^ (— 1Г ЗР (той. 2^). 
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Сравеенхе это распадаетсл на два, нменно^ 

(п^^а (той. 2), 
* " ' (^71 = р (той, 2"*"'); 

Езъ ншсъ первое служитъ для опред4лен1Я |, второе — для опре- 
Д'Ьлен1я т). 

Если п нечетное, оба сравненхя (2) им'Ьютъ по одному р'Ь- 
[1ен1Ю и тогда сравнен1е (1) им-Ьетъ одно р^шенге, 

Есш же п четное, то, чтобы сравнен1я (2) были возможны, 
вобходимы и достаточны услов1я; 

[(3). о^--0 

(4) р = о (той. й), 

1гд'6 Л изображаетъ общ1Й наибольш1Й Д'Ьлитель чвселъ п ш 2™~*, 
Допустивъ, что посл'Ьдн1Я услоЕ1я удовлетворены и положжвъ 

^ = 3^*^' (той. 2*"), 
[шйемъ 

1(5) 3^^ = 1 (той. 2*^). 

Обратно, допустивъ, что (5) им'Ьетъ м-Ьсто и положивъ 

д = (_1)'^ЗР(шоа. 2""), 
^ВМ'бемъ 

(_1)""'й~ з^~^ = 1 (той. 2"), 

^откуда заключаемъ 

а ^-|- = О (той. 2) 

р2!^2 = о(тоа.2'"-'). 
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Последнее сравнеще приводится къ сл'Ьдующемз^ виду 

Р = О (той. ау, 

что совпадаетъ съ (4). Сл'Ьдовательно услов1е (5) зам'Ьняетъ (4). 
Такимъ образомъ мы доказали теорему: 

Теорема. Сравнтге 

x'' = ^{шо^. 2""), {т > 2), (2 = 2/-^ 1), 

при нечетномъ п имгьетъ всегда одно только ртьшенге. 

При четномъ п оно возможно только еъ томъ случать, когда 
удовлетворены два условгя: во первыосъ, должно имгьть мтьсто 
сравненге 

дГ^ = \ (той. 2*^), 

гдгь й есть общгй наибольшгй дгьлитель чиселъ п и 2^"^^; во вто- 
рыхъ, число 2 должно быть вида 8^ -н 1 . 

При соблюдены означенныосъ условгй сравненге илоъетъ ровно 
2Л ргьгиенгй. 

Посл'Ьдшя дв'6 теоремы даютъ возможность определить 
а рпоп число р^шешй сравненхя 

x^^^ (той. к) 
при какомъ угодно к. 

Примпръ. Возьмемъ сравнеше 

аг»=125 (той. 504); 
оно приводится къ тремъ сл'Ьдующимъ: 
- аг»=5 (той. 8), о? = 6 (той. 7), ж«=8(той. 9). 
Соотв'6тствующ1я имъ УСЛ0В1Я возможности суть так1я: 
62= 1 (той. 7), 8^= 1 (той. 9). 
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Такъ какъ каждое изъ нихъ въ дМствительности удовлетво- 
рено, то посл'Ьдшя сравнен1Я им'Ьютъ соотв'бтственно 

1, 3, 3 

р-Ьшенш. Произведенхе этихъ чиселъ равно 9; поэтому число 
Р'Ьшенхй начальнаго сравнешя есть 9. 

103. Вышеизложенныя начала теорщ индексовъ можно рас- 
пространить и на модуль 2^^ 8; но только тогда каждое число 
будетъ определяться двумя индексами. 

ДМствительно, каково бы ни было нечетное число п, мы 
можемъ положить 

>г = (— 1)*3^(шо(1. 2^), 

причемъ а = О или 1, смотря по тому будетъ ли число п вида 
8^-1-1 или 8<-*-3, или не будетъ; р < 2*^"~^. Показатель а 
назовемъ первымъ индексомъ числа п по основанш 3, а показа- 
тель ^ — вторымъ, и будемъ писать 

а = Хпй^ п ,. р = Хпйд п. 

Тогда легко уб'Ьдиться въ справедливости сл^дующихъ пред- 
ложенхй. 

1**. Какъ первые^ такъ и вторые индексы сравнимыхъ чиселъ 
соотвтьтственно равны между собой. 

2**. Индексы произведенгя шъсколькыхъ чиселъ опредгьляюшся 
по формуламъ 

Хпй^ аЬ . . . с ^ Хпй^ а -*- Хпс11 Ь н- . . . н- Хпй^ с (той. 2), 
Хпйз аЬ . . . с ^ Хпйз а н- Хпйз Ь н- . . . н- Хнйд с (той. 2^""*). 

3**. Индексы степени опредтьляются по формуламъ 

Хпй^ а^^п Гпй^ а (той. 2) , 
ХпЙ2а"= пХпйзЛ (той. 2'^~'). 
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Им^я таблщу индексовъ всЬхъ чисехь по модулю 2"*, мо- 
жемъ при ея помощи удобно решать сравнешя вида 

(1) x''=^{то^.2'^). 

ДМствительно, изъ (1) выводимъ 

(2) п^п^^x^^п^^^ (той. 2), 

(3) п^пй^x^Iпй^^ (той. 2^~'). 

Если п нечетное, оба сравнен1я (2) и (3) им'Ьютъ по одному 
р-Ьшешю. Решетя эти опред'Ьляютъ индексы неизв'Ьстнаго х; 
по нимъ изъ таблицы отыщемъ прямо х. 

Если же п четное, тогда сравнен1я (2) и (3) возможны только 
при условш, чтобы значеше Iпй^^ было четное, а Ь^й^^ д'бли- 
лось на обпцй наибольшш д'Ьлитель Л чиселъ п и 2**""*. Смотря 
по тому, будетъ ли это двойное условхе удовлетворено или н'Ьтъ, 
сравнеше (1) будетъ им'Ьть 2Л р^Ьшенш или ни одного. 

Примгуръ. Принимая за модуль число 64 =: 2^, а за осно- 
вате 3, составимъ дв* таблицы, изъ которыхъ первая содер- 
житъ индексы всЬхъ чиселъ по порядку, а вторая даетъ возмож- 
ность по даннымъ двумъ индексамъ определить прямо соответ- 
ствующее число. 
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При помощи этихъ таблицъ предложимъ себ'Ь решить 
сравнеше 

а;« = 41 (той. 64). 

Для этого беремъ индексы об-Ьихъ частей и получаёмъ 

6 Ьа^^г ^ Ьа^ 41 (той. 2), 
61пй,х = 1Ы^и (той. 16). 

Изъ первой таблицы находимъ Хпй^ 41=0, Тпйд 41 = 10; 
следовательно им'Ьемъ 

бХпй^о^^О (той. 2), 

6 1пЙ2^г = 10 (той. 16), 
откуда выводимъ 

Хпй^о? = 0, 1; 

Хпйз^^ =7, 15. 

Эти значенхя даютъ четыре различныхъ р^шенхн для х] всЬ 
они опред'Ьляются непосредственно изъ второй таблицы, именно : 

х= 11, 43, 53, 21. 

104. Возвращаясь къ тому случаю, когда модуль к им'Ьетъ 
первообразный корень, мы обозначпмъ чрезъ д и д' два какихъ 
нибудь первообразныхъ корня числа к и примемъ во внимаше 
индексы произвольнаго числа а, взятые разъ по основашю д, 
другой разъ по основанш /; первый изъ нихъ будемъ изобра- 
жать чрезъ Хпй а, второй чрезъ Хпй /а. 

ХХоложивъ это, мы зам'Ьчаемъ, что р'Ьшенхе сравненхя 



можно выразить такъ : 



д'^ ^ а (той. к) 



X = Хпй / а. 
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Съ другой стороны, взявъ индексы об'Ьихъ частей предыду- 
щаго сравнешя по основанхю д^ получаемъ 

• X 1п(1 д ^ Хпй а (той. ф (к)) . 

Отсюда, внося на м'бсто х предыдущее выраженхе, полу- 
чаемъ 

(1) 1п(1 /а 1пс1 й('^1пй а (той. 9(й)). 

Д'Ьлая зд'Ьсь а = д^ находимъ 
(2) 1п(1^/^ 1пй^/=1 (той. <^{к)). 

Изъ (1) и (2) выводимъ . 
(3) 1пй /а^1пй а 1пй /^^ (той. 9(Л;)). 

Сравнешя (2) и (3) р'Ьшаютъ вопросъ о переход'Ь отъ осно- 
ванхя д къ основанхю д. На самомъ д'Ьл'Ь, им^я таблицу съ ин- 
дексами по основашю д^ мы можемъ изъ (2) опред'блить значеше 
1пй /5^? за'гЬмъ, умножая на 1пй /^^ всЬ индексы въ таблиц'Ь, 
будемъ получать индексы по новому основашю д\ 

Такъ какъ число всЬхъ первообразныхъ рорней есть ср(9(й)), 
то, приравнивая посл'Ьдовательно значеше д всевозможнымъ 
первообразнымъ корнямъ, на основанш (2) .заключаемъ, что зна- 
чен1е 1пй /^ перейдетъ тогда чрезъ всЬ 9(9(^5)) чиселъ < 9(*) 
и простыхъ съ 9(^). Соответственно этому наименьшш положи- 
тельный вычетъ произведен1я 

1пА^аЪА^,д, 

взятый по модулю 9(^), м'Ьняя свое значенхе, достигнетъ мини- 
мума е?, равнаго общему наибольшему д'Ьлителю чиселъ г^(к) и 
1пй а. Это есть минимумъ значенхя 1пй / а при всевозможныхъ 
основан1Яхъ д. 
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Для опред'к1ен1я корня д^ относительно котораго 1пс1/а 
достигаетъ означеннаго минимума, сл*дуетъ подобрать число I 
такъ, чтобы сумма 

!< = * 






представила число й простое относительно 9(^)- Это возможно 
всл*дств1е того, что числа 



Хп^ла 



^»^ „ Фда 



И 



взаимно простыл. Тогда искомый корень выразится такъ: 
5^' = / (той. 9(Л)). 
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ГЛАВА IX. 

О фуикщонадьвыж'Ь сраВЕошягь и о депрпоодамыхъ функц1лхъ. 



§ I. О Фун1щ1я1ъ, сраввнмыжъ по двойному иодулю, Р^^ше- 
в1е ФупБЦШнальнаго €равнен1я первой степени» 

105. Способы изсл-Ьдовашл, применяемые нами въ предше- 
ствующйхъ главахъ, могз^тъ быть перенесеаы и на Функши; 
мног1е результаты , такимъ образомъ добытые, представляштъ 
большой интересъ. 

Изображая чрезъ р какое иибудь простое число, а чрезъ Щх) 
какую пибудь Функц1Ю неприводим)^ю по модулю р^ ыы согла- 
симся называть Функц1и ^{х) и Д(а?) сравнгтыми по двойному 
модулю [р^Р{х)\^ если разность ({х)~(у{х)^ по модулю ^>5 д-Ь- 
лйтся на Р{х) безъ остатка, то есть если им'1етъ ы4сто такое 

тожество: 

т~ф) = Щх) <р{х) -^рЦх), 

гд4 ф(а?) и ф(ж) изображаютъ ц'клып Функщи {п^ 70). Символи- 
чески это свойство выражаютъ такъ : 

Г(х) = Г,{х), той, [р,Р{х)1 

и говорятъ, что ато есть фупштналтое еравнете. Функщя (^{х) 
называется вычетомъ Функцш Дгс), и наоборотъ. 
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Надъ Функвдональными сравнешями позволяется произво- 
дить так1я же операщи какъ и надъ обыкновенными сравне- 
шями: ихъ можно складывать, вычитать, умножать, а также и 
д'Ьлить съ соблюден1емъ УСЛ0В1Я, чтобы, сокращаемый множитель 
не д'Ь.шлся по модулю у на модулярную ФуНКЦ1Ю ^Р(^^). 

Обозначимъ степень 2^(л;) чрезъ п. 

Разд'Ьливъ по модулю тр Функщю {{р^ на 1Р{х)^ получимъ въ 
остатке н'Ькоторую Функцш т(х) степени ниже п\ это будетъ 
наименьш1Й вычетъ Функц1и Да;) по модулю [р, ^Р(ж)]. КоеФФИ- 
Ц1енты въ выражен1И наименьшаго вычета можно увеличивать 
или уменьшать на произвольную кратность модуля ^>; всл'Ьдствте 
этого можно предполагать, что они положительны и < ^?. 

Если дв'6 Функц1и ^(х) и ^^0^ сравнимы по двойному модулю 
[2?, ^{Щ , то наименьш1е ихъ вычеты т(х) и т^(с) сравнимы 
просто по модулю 2?, и наоборотъ. 

Функщи, сравнимый по модулю [2?, ^Р(^г;)] съ одною какою 
нибудь Функцхей, сравнимы также и между собой, каждая съ 
каждой, по тому же модулю. ВсЬ он'6 образуютъ одинъ классъ. 

Число Функц1Й въ каждомъ классЬ безконечно, но число раз- 
личныхъ классовъ конечно; оно равно числу Функцхй степени 
ниже п, несравнимыхъ между собой по модулю 2?. Ташя Функщи 
получаются изъ общей Формулы 

если давать коеФФИщентамъ значенхя 

0,1,2,...р — 1. 

Сл'Ьдовательно ихъ число есть р^. 
106. Пусть 

изображаютъ всЬ Функщи степени ниже п, несравнимый между 
собой по модулю р и отличныя отъ нуля. 
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Возьмемъ во вниман1е какую нибудь Фуякшю ((х)^ не д^ля- 
щ} юся но модулю ^> на Р(х) , и обозначимъ соо гвйтственно чрезъ 

наименьшхе вычеты провлведев1Й 

по модулю [р, ]Р{^)]. 

Рядъ (2) будетъ только порядкомъ членовъ отличаться отъ (1); 
сл'Ьдовательмо им'Ьемъ 

Я^)^**~^ гр) г^х) , . < г^п_1(х) = г^ ф) . . . г^^«_1 (х), 

той. {р^ Щх}). 

Отсюда, сокращая об-Ь частв, получаемъ 

(3) . т^'^^^ ^ 1 той. {р, Р{х)У 

Это сравненхе для Функцш представляетъ то же что теорема 
Фермата для чиселъ. Отсюда получаемъ, какъ сл4дств1е, сравне- 
ше 

<4) Да;)^"^ т шоа, {р, 1Г{х}), 

которое справедливо для всякой ФункщиД^э?), какъ д'Ьлящейся 
на Р{х)^ такъ и ее делящейся. 

Переходъ къ частном}^ случаю Д^) ^ х приводить къ сл-Ь- 
Д}^ющей теорем'Ь* 

Теорема. Всякая функцгя Р{х) , непритдымая по модулю р, 
есть дщлитель фупкцш 

по тому же модулю 2;, 

Хотя теорема эта и составляетъ какъ будто частный случай 
сравнеахя (4), но въ свою очередь' сравненхе (4) можетъ быть 
выведено какъ сл'Ьдств1е последней теоремы. 
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Это легче всего показать при помощи тожественнаго сравне- 
Н1Я (н^ 74) 

({х)^'' = ({х^'') (той.|)). 

На основанш предыдущей теоремы им'бемъ 

х^ ^х той. (р, Р{х)) ; 

всл^дствхе этого означенное сравненхе приводить къ такому: 

ПхГ'^т тоА.[р,Р{х)]. 

107. Функщональныя сравнешя могутъ содержать Функщи 
неизв'Ьстныя. 
Сравнен1е 

({) ^Х'^-н^Х^-^-н. . .^А^^^Х^А^^О, той. [р,Р{х)], 

гд'Ь А^ А^^ . . . А^ кашя нибудь данныя Функщи, а X Функпдя 
искомая, называется Функщональнымъ сравненхемъ ш-ой сте- 
пени; при этомъ предполагается, что коеФФИцхентъ А не д'Ьлится 
по модулю р на Р{х). 

КоеФФищенты Ау А^, . . . А^ могутъ быть заменены ихъ 
наименьшими вычетами. 

Если Х = {(х) удовлетворяетъ (1), то ему удовлетворяетъ 
также всякая другая Функщя сравнимая съ /^{х) по модулю 
[р, Р{х)]. Веб так1я р'Ьшешя выражаются общею Формулой 

Х^т, той. [р,Р{х)1 

и не считаются за различный. 

Функц1ональное сравнеше первой степени 

(2) АХ=1, той. О, Р{х)1 

въ которомъ известный членъ равенъ 1, р'Ьшается просто по- 
средствомъ ряда посл'Ьдовательныхъ д'блешй по модулю^, какъ 
и численное сравненхе вида 

ах^ 1 (шоЛ.р), 
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Но можно р4шен1е вырааить явнымъ обрсозомъ. На самомъ 
д-Ьл!, такъ какъ по предполо/кенгго коеФФ1!Ц)ентъ Л не делится 
по мод}\1ю р на Р{х)^ то им-Ьегь м&сто сравнеше 

Ояо мошетъ быть написано такъ: 

Отсюда видно, что 

удовлетворяетъ сравнен1Ю (2). 

Сравнен1е ш-оп степени можно всегда представить такъ, 
что коеФФйц1егтгъ у Х^^ будетъ равнымъ 1, Ибо, умножая об* - 
части (1) на Функшн) В, удовлетворяющ}^ю условш 

мы получаемъ сравнен1е вида 

X'" -к В, Х"*^^н- . . . ^ В^ = О, шой. {р, Р(х)] , 

равносильное (1), причсмъ ]9^, 5^, . . , В^ изображаютъ соот- 
вйтственво паименьш1е вычеты произведен1Й ^^15, А^В,. . , -4^5, 
взятые 00 модулю [р, Р{х)]. 

Такимъ образомъ сравнеше первой степени 

(3). *<.,..*.• АХ = А^, шос1. [р,Р{х)] 

во всякомъ частномъ случа^Ь можетъ быть приведено къ виду 

(4) ...-....-. X = В, той, [^>, Р{х)], 

что прямо даетъ р^шен1е, Кром'Ь (4), другихъ р^шенш сравне- 
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ше (3) им'Ьть не можетъ; ибо изображая чрезъ Х^ и Х^ дв* 
как1Я нибудь Функщи удовлетворяющ1я (3), им*емъ 

ЛХ^ = А, I 
откуда выводимъ 

Л{Х^ — Х,)^0, тоА.[р,Г{х)]. 

А такъ какъ А по предположенхю не делится на Р{х), то 

следовательно 

Х, = Х,, тоА.[р,Р{х)]. 

Это показываетъ, что Функц1и Х^ и Х^ составляютъ одно 
Р'Ёшете. 

§ II. Теорема Лагранжа. Сд16дств1я. 

108. Теорема. Число ргьшенгй функцгональнаю сравненья 
не можетъ превышать его степени, 

Д'Ьйствительно, если Х^ удовлетворяетъ сравненш 

(I). . Х'^'^А^Х'^-'^. . .-1-^^=0, тод^.[р,Р(x)\, 

то разделяя полиномъ составляющш первую часть (1) на X— Х^, 
получаемъ въ остатк'1 Функщю перем'Ьннаго х^ д'блящуюся на 
[р^ Р{х)\ Поэтому сравнете (1) можно заменить сл^дующимь: 

той. [р, Р^х)], 

Отсюда видно, что всякое р^шеше сравнетя (1), отличное 
отъ Х^, должно удовлетворять сравнен1Ю 

Х"*-'н- В, Г^-'^ . . . н_ в„_^ ^ О, шЬй. О, Р{х)1 

и если разъ доказано, что всякое сравнеше (т — 1)-ой степени 
не можетъ им'Ьть бол*е т — 1 р-Ьшешй, то гЬмъ самымъ дока- 
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эано, что и всякое сравнеше т-ой степени не можегь им^ть бо- 
л-Ье т р'Ьшенгй, Но сравненЕе первой степени вм^Ьетъ одно только 
р'Ьтен1е; ноэтому сравнеше второй степени не можетъ им'Ьть 
бол'Ье двухъ рйшешй; отсюда въ свою очередь сл-Ьдуетъ, что 
сравнен1е третьей степени не можетъ им4ть бол4е трехъ р4ше- 
Н1Й И такъ далйе. 

Сл'Ьдствге, Если фунттнальное сравнеше^ по виду т~ ой 



АХ^^АХ 



т — 1 



-А.Т 



-А^=% шо^,[р,П^)'\ 



^имгьетъ болгье чгъмъ т р7Ыаетй^ то ваь коеффштнты ^, Л^, 
\а^^ . . ^Л^^ дгълншсн безъ остатка па {р. Р{х)\^ то етгь 

Л = А^ = А,^. , - = А^^0, той.[р,Щх)1 

109. Сравнеше 

Х^"-'=1, той.[р,Р{х)] 

удовлетворяется всевозможными Функщями, за исключешемъ 
гЬхъ, который делятся по модулю р на Р(^^), Обозначивъ чрезъ 
X ^ Х^, . . .X п_1 фуикц1Е отличныя отъ нуля, пол^^чаемыя иаъ 
общей Формулы 



а -^ а^х -^ а^а.'- 



П — 'I 



ТА^ Яу а^, , . . а^ принимаютъ нос-тЬдовательно значен1я 

0,1,2,.,, 1^ — 1, 
напишемъ сравнеше 

(1) Х^^"" — 1 — (X— Х^ (X — X). . ,(Х — Х^п_1) = О, 

той. [р, Р{з(^)1' 



Ему очевидно удовлетворяютъ Функц(и 
Х^, Х^, . . .Х^п_1, 



XX. 
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между тЬмъ его степень ниже р^ — 1 ; поэтому креФФИщенты 
у различныхъ степеней X въ первой части (1) д'Ьлятся по мо- 
дулю р на Р{х)^ и сравнен1е представляетъ тожество. 
Д'Ьлая въ (1) Х=: О, получаемъ 

Х,Х,Х,... Х^п_1 = — 1 , той. [р, РЩ: \ 

Это есть теорема Вильсона для Функщональныхъ сравненхй. 
ПО. Обозначая, какъ и прежде, чрезъ п степень Р{х)^ мы 
зам-Ьчаемъ, что всякое Функщональное сравненхе 

(1) АХ) = 0, той.[р,Р(х)1 

степень котораго равна или выше р^^ можетъ быть зам'Ьнено 
другимъ, степени ниже р^. Для этого стоитъ только разд'Ьлить 
ДХ) на Х^ — X, принявъ X за перем-Ьнное. Обозначая оста- 
токъ полученный огь этого д'Ьлен1я чрезъ ф(Х), а частное чрезъ 
ф(Х), им-Ьемъ равенство 

АХ) = (Х^"-Х)(р(Х)-нф(Х), 

прямо показывающее, что всякое р-Ьшеше сравнешя (1) удовле- 
творяетъ также и сравнен1ю 

(2).. Ф(Х) = 0, той. [р,Р{х)1 

равно и наоборотъ. Сл'бдовательно сравненхе (2) вполне зам*- 
няетъ (1); между т'Ьмъ степень (2) ниже степени (1). 

Предположивъ теперь, что степень Функцхональнаго сравне- 
н1я ниже р^, не трудно доказать сл-Ьдующую теорему. 

Теорема. Чтобг функцгональное сравненге 

/•(Х)^О, той. [р,Р(х)] 

гшгьло столько ргьшенгй, сколько едингщг содержится въ его 
степени^ необходимо и достаточно, чтобы ест коеффицгеиты 
у различныхъ степеней X въ выраженги остатка отъ дгьленгя 
Х^ — X на ДХ) д)ьлились по модулю р на Р{х). 
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На самомъ д'Ьл'Ь, обозначивъ чрезъ ф(Х) и ф(Х) частное и 
остатокъ отъ д'Ьлешя Х^ — X на ДХ), им'Ьемъ равенство 



(3) Х^''-Х = ЯХ)<р(Х)-нф(Х), 

которое показываетъ, что всЬ р'1шен1я сравненхя 

(4) ЯХ) = 0, той.[р,Р{х)] 

удовлетворяютъ также и сравнен1ю 

(5) Ф(Х)^0, тоА.[р,Р(х)]. 

А такъ какъ степень Функцш ф(Х) ниже степени /*(Х), то, 
лредположивъ, что (4) им'бетъ столько р-Ьшенхй сколько единицъ 
содержится въ его степени, приходится заключить, что всЬ 
коеФФищенты въ выраженш ф(ж) д'Ьлятся на [р, Р{х)]. 

Остается доказать обратное: если всЬ коеФФИщенты въ вы- 
раженш ф(Х) делятся на [р^ Р(х)],,то сравнеше (4) им'Ьетъ 
тогда столько р'Ьшенхй, сколько единицъ содержится въ его 
степени. 

Для этого мы принр[аемъ во вниманхе равенство (3) и за- 
м-Ьчаемъ, что сравненш 

(6) Г{Х) 9(Х)-1-ф(Х) = О, той. [р, Р{х)] 

удовлетворяетъ всякая Функщя X, всл'6дств1е чего число его 
р-Ьшешй равно р^. Но, по предположешю, всЬ коеФФИщенты 
въ выраженш ф(Х) сравнимы съ нулемъ по модулю [р, ^(^^)]; 
поэтому сравненхе (6) можно написать проще такъ: 

(Г) ЯХ) 9(Х) ^ О, той. [р, Г{х)]. 

Отсюда видно, что если произвольно взятая Функцхя X не 
удовлетворяетъ сравненхю (4), то тогда она нав'Ьрно удовлетво- 
ряетъ сравненш 

(8) Ф(^) = 0, той.[р,Р(х)1 
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Сл^^доватедьно, есдибъ сравнеше (4) им'&до меньше р'ЬшенШ 
ч'Ьмъ единицъ содержится въ его степени, то (8) ивгкю бы 
больше р^^шешй ч'&мъ единицъ въ его степени, всл1&дств1е чего 
веб коеффищенты въ вьфажеши 9(^) должны бы д'&ппъся по 
модулю 1> на Р{х). Но это не им'Ьетъ вгЬста; ибо коеФФШцентъ 
у наивысшей степени перевгЬннаго X въ выражеши 9(^) Р^~ 
венъ единш^. 

Сл'Ьдствхе. Сравнеиге 

Х^=1, той. |>, 2^(ж)] 

тогда только имгьетъ ровно т ртьгиепщ когда т есть д^ьлитель 
разности р^ — 1 . 

111. Изъ сравнетя 

(1) х^^'^х, той. [р,П^)\, 

какъ сл'Ьдствхе, вытекаетъ 

(2) . • . х^'^'^^х, той. [р, РЩ. 

Действительно, возвышая об'Ь части (1) последовательно 



въ степени р^^ р^, р^^ 



, У^ '^'*, получаемъ рядъ сравненхй 



х-^ ^х^ 
х-^ ^Х^ , 



X 



:1>^'*=Г^^«~'^'' 



Х^ 



^шоА.[р,Г{х)], 



откуда прямо вытекаетъ (2). 

Итакъ, если т есть кратное ^, то им^етъ м^сто сравнеше 



(3). 



х^ ^ ж, той. [р^ Р{х)]. 



Но чтобы узнать вс! случаи, когда (3) им'Ьетъ м^сто, необ- 
ходимо доказать следующую лемму. 
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Лемма, Если г не ратю нулю и < п^ то фунтт х^ — :( 
\нв д7ълится по модулю р па Р(х), 

На садюмъ д^Ьл-Ь, допустивъ противное, мы будемъ иыЬть 
[ сравнеше 

((4) х^'^х, той. [р, Е(х)], 

!отк}'да непосредственно вытекаетъ такое: 

причемъ Дж) означаетъ произвольную Функц1ю. 
Но, съ другой стороны, мы им-Ьемъ сравнен1е 



Г{хР')^Г{^)^, {шой.р}; 



сл-Ьдовательпо 



Это приводить къ зак.11ючен1Ю5 что сравненхю 
(5). Х^'^Х, той,[р,Щх)] 

удовлетворяетъ всякая Функщя X; другими словами, оно им4етъ 
р" Р'Ьшенхй. Но это противор'Ьчигъ теорем'6 Дагранжа, ибо сте- 
пень сравиен1я (5) ниже^?"; поэтому сравнеше (4) невозможно. 
Что и требовалось доказать, 

Теперь легко доказать справедливость сл*д>^ющей теоремы. 

Теорема. Сраеитге 

х^^^х^ той. [р^ Щх)] 

тогда только илтетъ лтсшо, когда число т дтлгшгся Ш1 сте- 
пень функщш Щх). 

Действительно, обозначая чрезъ п степень мод)^^ярной Функ- 
щи, а чрезъ г остатокъ отъ Д'Ьлен1я м на *1, и полагая 



т == }щ -ь г, 



0\д\{\2е6 Ьу Сл00^1С 



— 278 — 

мы зам^чаемъ, что сравнеше 

(6) х^'^^х, той. [р, Ж{х)\ 

можно написать такъ: 

{х^''У = х, той. [1),ад], 

а это, на основанш вышедоказаннаго, приводятся къ схбдую- 
щему виду: 

(7) х^^= X, тоа. [р, Р{х)\. 

Обратно, изъ (7) вытекаетъ (6), такъ что эти сравнешя 
вполн'Ь зам'Ьняютъ одно другое. Но такъ какъг<п, то изъ 
предшествующей леммы сл'Ьдуетъ, что сравненхе (7) им^етъ 
м'Ьсто только при г = 0. Сл-Ьдовательно сравнеше (6) им'Ьетъ 
м'Ьсто только тогда, когда т делится на п, что и требовалось 
доказать. 

§ Ш. Разложен1е Функц1и х^^'—х на нножителн непрюо- 
диные по модулю р. Сд16дств1я отсюда вытекающ1я. 

112. Теорема. Еаковъ бы ни быль простой модуль р, функ- 
цгя х^ — X сравнима съ произведенгемъ всгьхъ неприводимых^ 
функтщ степени которыхъ суть дгьлители числа п. 

На самомъ Д'ёл'6, называя 

([х) = х'^^ — ж, 
имЬемъ 

/^(а?) = — 1, (той. 2?), 

откуда видно, что ({х) и (\х) относительно простыя по модулю ]р; 
сл^Ьдовательно въ разложенхи Функцш х^ ' — х на неприводимые 
множители н'Ьтъ кратныхъ множителей (п^ 75). 

Изображая чрезъ 2^(ж) какую угодно неприводимую Функ- 
цш, степень которой д'Ьлитъ п, им'Ьемъ 

x'^''—x = О, той. \_р, -рЩ. 
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1зываетЪу что Г{х) входггъ въ сосавъ Фунь(Ц1И 



Обратна, степень всякой ие при водимой Функще, входящей 
въ составъ х^'^ — '^5 есть дЬлнтель числа п. Ибо, обозиачивъ 
чрезъ Р{х] какой нибудь изъ непривод вмыхъ д-Ьлителей оувк- 
щи т^ — х^ Щ1|;емъ сравпен1е 

на основа пш нотораго заключаемъ, что п дкчится на степень 

Итакъ, въ составъ функщи х^' —х входятъ всё неприво- 
димьтя Функцш, степень которыхъ д-Ьлитъ и; кром'Ь этихъ ни- 
как! я друпя функцш въ составъ х^^ — х не входять; сл-Ьдова- 
тельно Фупкшп х^^^- х сравнима съ нроизведен!емъ вс4хъ озна- 
ченны хъ еенриводшшхъ Функщй, Что и сл'Ьдовало доказать. 

113. Изъ посл'Ьдией теоремы вытекаетъ простой способъ 
составлен1Я нронзведен1Я вс^Ьхъ неприводвмыхъ фтнкщй данной 

степени. 

Действительно, обозначимъ чрезъ Ф^^ произведенте неприво- 
димыхъ Функщн ?г-ой степени, и допустимъ, что иамъ изв-Ьстны 
ВС* Функи;1В Ф^, сР^, - - » До Ф„_1 включительно. Обозначивъ 

чрезъ 

1, »*1, п,, . * . Пр « 

всЬ д-Ьлители числа п, им-Ьемъ сравнеше 

х^"_й; = Ф^ Фп, Фщ > * ^Фщ Фп {1шА.р), 

во второй части котораго Функцш Ф^, Ф^, - - * Фщ изв-Ьстньь 

Следовательно Функция я;^' — х д-Ьлится по модулю ^; безъ остатка 
на произведеихе Ф1 Ф^ . . < Фщ и частное равно искомой Функ- 
щи Ф^. 

Замечая теперь, что 

ф^ = х{х — 1){х—2). . ,{х—р^\) = х^^х, {шой.р), 
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мы получаемъ для Ф^ такую Формулу 

_ х^ — X . , , 
Ф^^— (то^.р). 

Х^ X 

Сл1^дующ1я Функщи можно выразить такъ: 

^ Х^ X 

Ф^ = —^ (тоа./>), 

Х^ X 

Х^ X 



Ф,= —г — (той.р), 

Х^ X 



X — — ж 
X* X 

^.^Ьз Г71Р т (той.!)), 

(ж^ — ж) (ж^ — х) 

и такъ дад4е. Для простаго п им^емъ 

Ф^=-— (тоа.^)). 

ж^ — ж 

Отсюда непосредственно заключаемъ, что число неприводи- 
мыхъ Фуякщй п-ой степени, при простомъ п, равйо 



114. Чтобы составить* выраженхе Функщи Ф^ для какого 
угодно п, мы предложимъ себ-Ь найти такую Функцш Дп) ц'Ьлаго 
перемЬннаго п, которая удовлетворяла бы услов1Ю 



(1) А1) К^^ Пщ) . . . Яп,) Яп) = х^^—х, 

причемъ 1, ^1, ^2, . . . п^., п изображаютъ всЬ д'Ьлители числа п. 
Намъ уже изв'бстно, какъ решается подобный вопросъ (п^ 14); 
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для этого мы разлагаемъ число п на произведенхе простыхъ 
множителей 

и составляемъ рядъ частныхъ 

л г Л гг П 

_ п ^ п 



^'х^г^з^ ^ 9'13!2 9!4' 



а = . 



Число чиселъ а,., а/, а/', . . . равно очевидно числу соче- 
татй изъ щ элементовъ по г. 

Полагая теперь для сокращен1я 

Щх^'^'—х) = {х^'^'—х) (х^'^'—х) (хР^^'^—х) . . . , 
П{хР^—х) = {х^^^'—х) {х^^'^—х) {х^^'^'^—х) . . . , 



мы им-Ьемъ следующую Формулу для искомой Функцху ((п): 



л. 



(2) Ап) 



(00^"— х) и(х»^—х) П(ж*"*— ж) ЩяР'—х) . . 



П(а?Р''»— ж) Щх^^—х) Щс^^'—х) . . . 
Для п= 1, на основанш (1) заключаемъ прямо 
Г{1) = х'^ — х; 
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это совпадаетъ съ выраженхемъ Функщи Ф^ , даннымъ в-ъ пред- 
шествующемъ номер'Ь; следовательно 

(3) Ф,=т- 

Для п=2 им^ем!» 

и сверхъ того 

Ф^ Ф^^х^ — X (той. р)\ 

откуда заключаемъ 

Ф,Ф,^Г{\)Г{2) (той.р). 

Зам'Ьчая, что Ф^ = /'(1) и сокращая об* части посл'Ьдняго 
сравнешя на Ф^, получаемъ 

Ф, = т (то^р). 

Для п = 3 им'Ьемъ 

Ф^ Фд ^х^^ — X (той. р) 

П1)т = х^' — х; 
отсюда выводимъ 

Ф,Фз = А1)ЛЗ) (тоА.р), 

и, сокращая об* части на Ф^ = /*(!), получаемъ 

Фз=АЗ) (той.!)). 

Продолжая полагать дал'Ье п = 4:^ 5, . . . мы уб-йждаемся 
такимъ образомъ, что для всякаго п им'Ьетъ м-Ьсто Формула 

/^ч ^ {хР''—х)ЩхР'''—х)П{хР'''—х)... , ^ , 
(4). . Ф„= ^ ^—^ '-—^ (той. р). 

^ и{х^''^-х)ЩхР'''-х)... 
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Если обозначимъ чрезъ ).^^ Х/\ * , . т* члены въ произведе- 

ши зЛ"' 2."^^' • ^ * С' ^3» — ^' ^?^ — 1' ' ■ ; *«^ — 1)^ ^^^" 
торъшъ предшествуетъ знакъ н-, а чрезъ \^ \\ . . • гЬ^ кото- 

рымъ предшесгвуетъ знакъ 



(5) 



, ТО можемъ написать 
9(*1) = 2X1 — 2\, 



и сообразно съ этимъ Формула (4) можетъ быть представлена 
такъ : 



(6) 



Ф„ = г (той. р). 

ЩхР^'—х) 



115. Функщя перем-Ьниаго ж , составляющая вторую часть 
посл'Ьдпей Формулы, представляетъ ц-Ьлз'Ю Функцш не тсмько 
въ томъ смысл'Ь, что д1;лен1е сл^длетъ производить по модулю р, 
какъ это зд'бсь подразумевается, но даже и въ смысл'Ь обыкно- 
веинаго д1;лешя, такъ что иожно написать 



Ф„ = 



П^X^^ — X) 



П(х 



,р*г_ 



-X) 



Чтобъ удостов-Ьриться въ этомъ, достаточно принять въ 
соображеше нижесл'6дующ1Я дв^ леммьь 

Лемма 1 . Если нолачество ог> удотетвщтетъ двумъ урате- 
тнмъ 

21 если оно не удовлетвщтешъ ттатму уравиенгю вида 

х^' — х^О 

при услоош о <ас <СЬу то то1да а делится па Ь. 

ДМствительно, взъ уравненгя х^ — х^О какъ сл-Ьдствге 
вытекаетъ ?равнеше 

при чемъ ^ изображаетъ произвольное лоложительное число. 
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Съ другой стороны, обозначивъ соотв'Ьтственно чрезъ ^ п г 
частное и остатокъ отъ д'Ьлешя а на Ь, уравнеше х^^ — х=:0 
можно написать такъ: 

ЧТО на'основанш предыдущаго приводится къ следующему виду 

ж^'* — х = 0. 

Но г <:^Ъ; следовательно г = 0. Это показываетъ, что а 
делится на &, что и следовало доказать. ^ 

Сл'6дств1е. Если количество х удовмтеоряетъ одновре- 
менно двумъ уравненгямъ 

то оно удовлетворяетъ и третьему уравненгю 

х^ — л: = 0, 
гдть й есть общгй наибольшгй дгьлитель чиселъ а и а. 

Лемма 2. Каковы бы ни были два числа п и п' <^п^ если 
разложимъ п на простые множители 

и затгьмъ составимъ произведете 

»(») = «(1-1)...(1_^)=2^,-2х. 

то у какь въ полином)ь 2X1, такъ и въ полиномть 2\^ число чле- 
новь, д)ьлящихся на п\ одинаково. 

Справедливость этой леммы проверяется непосредственно. 

116. Переходя теперь къ Функц1и 

(1) X > 
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мы обозначимъ чрезъ х — а какой нибудь изъ лиаейеыхъ мгю- 



жйтелеи ея знаменателя, и пусть 



(2) 



х^^'—зс^О 



есть уравнен1е, которому здовлетворяетъ значен1е х^(д при 
самомъ маломъ показател'Ь а, такъ что о не удовлетворяетъ ни- 
какой)^ другому уравнен1Ю вида (2) съ показателемъ ^ }} больше 
нуля и меньше а. 

Предположввъ это, мы замечаешь, что множитель х — о 
входить въ еоставъ числителя 

съ показателемъ равнымъ числу члееовъ полинома ^Х,, д-Ьля- 
щихся на й, а въ составь знаменателя 



П{р 



Р''^ 



^), 



— съ показателемъ равнымь числу членовь полинома 2Х^, д^кля- 
щихся на а. 

Но а^п^ поэтому на оснований вышеизложеннаго заклю- 
чаемъ, что множитель а? — ^ о входить съ одинаковымъ показа- 
телемъ какъ въ составь числителя Фуикцш (1), такъ и вь со- 
ставь ея знаменателя. Следовательно функшя (1) есть ц^лая. 

117. Изъ выражешя Функц1п Ф^ видно^ что ея степень 

равна разности 

2/1 — 2^^; 

следовательно число неприводимыхь Функщй п-ои степени, по 
модулю р есть 

"" п 



(1) 



Въ частномъ случае, когда п есть степень простаго числа ^^ 
им^Ьемь 



(V 



р р^ 
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Изъ (1) легко вывести два предала для V. Для этого мы за- 
м'Ьчаемъ равенство 

2ч'-2х. = ..(,_±)(:-^)...(>-^^. 

ИЗЪ котораго заключаемъ: во первыхъ, 

(3) 2\' — 2\'<п'; 

во вторыхъ, если г > 1, 

(4)2^-2Ч'г«'(.-^.)(1-Й---(1-5^> 
Съ другой стороны им4емъ очевидное неравенство 

(^-^?)(^-'Й•••(^-^^)>(^-^)(^-^.)(^-^)•■■. 

вторая часть котораго равна |; следовательно изъ (4) выводимъ 
(5) 2\'—2\'>1п\ (г>1). 

Переходя теперь къ Формул* (1), мы представляемъ вторул) 
часть въ вид* ряда 

. = !аг [а,-2к,] -к„^ [А'-2Х,«] 

Отсюда съ помощью (3) выводимъ 

п 1оёр (п1о^р)^ (п 1о8 р)' 



V< 

Г» /• . Д. • 



п л. 1.2 п. 1.2.3 

ИЛИ 



(6) V<^ 

Чтобъ получить НИСШ1Й пред'Ьлъ для числа V, мы зам'Ьчаемъ, 
что разность ^Х^ — 2\ положительна, всл'Ьдств1е чего изъ по- 
следней Формулы для V вытекаетъ неравенство 

' > 1Й [2\'-2Х,'] ^ ;ЙЙ [2Х.>-2Х.»] -н . . . 
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Отсюда съ помощью (5) выводимъ 

(п1о^р)2 (п1од|))з 
У ^ 

ИЛИ 



^ 2П.1.2 2п. 1.2.3 ' • • ' > 



(7) V> 



р^ — 1 \щр 

2л 2 • 



Неравенство (7) показываетъ, что число V никогда не равно 
нулю, и что оно удаляется до безконечности, если п безпред'Ьльно 
возрастаетъ. 

118. Отыскиваше неприводимыхъ Функщй по данному мо- 
дулю составляетъ задачу, которую мы не ум'Ьемъ решать иначе, 
какъ съ помощью посл'Ьдовательныхъ испытанш. Р'бдко удается 
доказать прямо приводимость или неприводимость Функц1и из- 
в'Ьстнаго вида; потому нижесл'Ьдующая теорема заслуживаетъ 
особаго вниман1я. 

Теорема. Шли а не дгьлится на р^ то функцгя 

пепргшодима по модулю р. 

Д-Ьйствительно, допустимъ противное и положимъ 

(1) а^ — х-^а^^(^ (той. ^>), 

причемъ ( изображаетъ неприводимую Функщю степени ниже р. 
Возвысивъ об'Ь части (1) въ степень ^) находимъ 

(2) х^^ — аР-^а = РГ1^ (то(1.1>). 

Возвысивъ об'Ь^ части посл'Ьдняго сравнешя еще въ сте- 
пень р^ находимъ 

(3) х^' — х^"^а = Г^"Г1^" (шоА.р). 

Продолжая дМствовать подобнымъ образомъ дал'Ье, мы 
дойдемъ до сравнен1я 

гд-Ь ш равно сте1}ени Функцхи /1 
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Складывая почленно сравнешя (1), (2), ... до т-го вклю- 
чительно и произведя сокращен1я, получаемъ такое Функц10наль- 
ное сравнеше: 

х^ — х-л- та ^ О, той. [/", р\ . 



А такъ какъ 

х^ — а? ^ О, той. [/*, р\ , 

то сл'Ьдовательно 

та ^ О, той. [/*, р\ , 
или, проще, 

ша^О (той. р). 

Но это невозможно, ибо ни т ни а не делятся на р ; сл^Ьдо- 
вательно сравнеше (1) невозможно, что и следовало доказать. 

§ IV. О показатедяхъ, прниаддежащихъ Функц1ямъ по дан- 
ному модулю. 

119. Положивъ, что {{х) не Д'Ьлится по модулю ^р на непри- 
водимую Функщю Р{х)^ составимъ наименьшхе вычеты Функщй 

(1) Я^),Я^)^,А^)^...Я^Г,... 

по модулю [р, Р{^)] И изобразимъ ихъ соотв'Ьтственно чрезъ 

Ни одна изъ функщй (2) не равна нулю; но есть между ними 
повторяющ1ЯСя. Пусть 

^- = ^л. 

причемъ г > й;; тогда будемъ им'Ьть 
откуда выводимъ 



Яа;/-*=1, той. [р, Да?)]. 
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Сл-Ьдовательно въ ряду (2) есть ФуякцгЯу которая равна 1, 

Пусть 

г ^ 1 , 



и положимъ, что звачекъ ш есть самьга малыи^ при которомъ 
г^^= 1, такъ что нн одна изъ Функцш 7\у Г^^ . , , ^т—г ^^ 
равна 1; число т^ такимъ образомъ опред'Ьленное, есть показа^ 
твлЬу пргтадлежащгй функцш ({х) по модцлп [р, 1^(^)]. 

Положивъ это, и зат'Ьмъ разсуждая, какъ въ предыд\'щей 
глав'Ь', мы легко удостов1^ряемся въ справедливости сл^дующихъ 
осаовЕЫХЪ Т801}емъ. 

Теорема 1 . Если функцгя {{х\ по модулю [р^ Р(зо)] , при* 
надлеэюитъ къ показателю т^ то наименъшге вычеты функцгй 

составляютъ пергоднческгй рядъ; пергодъ начинаешся съ пврваго 
члена и содержип^ъ ровно ш членовъ^ между кошорымг^ итьшш 
ртныхь. 

Сл'Ьдствхе 1. Если фупктя ({х) по модулю [р, Е(х)'] при- 
надлеоюнтъ къ показателю ш^ то^ чтобы им^ьло мгьсто функцго- 
нальпое сраенепге 

ах)'^М\ той. [р,Р{х)], 
необходимо и достаточно условге 

г^г (той, ш). 

Сл'1дств1е 2, Какова бы пи была функцгя Дж), покшатель^ 
пргтадлежащш т ней по модулю [р, Е{х)] , д^ълитъ ^шзносшь 
р^ — 1, при чемъ п шображаетъ сттень Р{х). 

Теорема 2- Если функцгя ({х} по модулю [р^ Е{х)] пры- 

надлежитъ т показателю ш, то степень ({х)^ по тому оюе 

модулю принадлеташъ къ показателю ^^ гдт й пзображаетъ 

общгй наиболытй дгългтель т и г. 

д. 10 
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Теорема 3. Если двгь функцш ({х) и /^(а?) по модулю [р^ 2^(л;)] 
прииадлеоюатъ соотвгыпствепно къ показателямъ т и т^^ то 
можно найти такую функцгю (р(а;), которая^ по тому же мо- 
дулю, будетъ принадлежать къ показателю равному наимень- 
тему кратному чиселъ т и т^ 

Теорема 4. Каковъ бы ни быль дгьлитель т числа р^ — 1, 
всегда существуете ровно <^{т) функцгщ принадлеоюащиосъ по 
модулю [р, Р{х)] къ показателю т. 

Сл^Ьдовательно существуетъ ровно (р(р^ — 1) Функщй^ при- 
надлежащихъ къ показателю ^>^ — 1. Он* суть первообразные 
корни функцш ^'(ж). 

Если О есть первообразный корень Функщи Р{х), то всякая 
Функц1я Я^г), не д-блящаяся по модулю р на Р{х), можетъ быть 
представлена такъ: 

ах)^(Г тоА.[р,Р{х)], 
причемъ 

0<т<р''—1. 

Число т опред'Ьляется такимъ образомъ вполн^Ь; оно назы- 
вается индексомъ Функц1и ^{х). Функщя О служитъ основатемъ 
системы индексовъ. 

Главный свойства индексовъ Функщй таковы, какъ и свой- 
ства индексовъ чиселъ. 

Чтобъ не повторяться, мы не станемъ входить въ дальн^й- 
Ш1Я подробности по этому предмету; перейдемъ къизложенш) 
другой теор1И, которая применяется исключительно къ Функц10- 
нальнымъ сравнен1ямъ и, по существу, близко подходитъ къ 
тому, что было нами зд'Ьсь изложено. 

§ V. О надпоказателяхъ, принадлежащихъ къ Фушщ1ямъ 
по данному модулю. 

120. Какова бы ни была Функщя ({х), въ ряду 

(1) г{х?,т^;йху\-.-' 
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всегда найдется такая степень, которая по мо.'^лю [р, Щх)] бу- 
деть сравнима съ {(х). Это очевидно па осиовап1и теоремы Фер* 
мата, по которой им-Ьемь 

Въ случа-Ь, если Дз?)^0, той. [РуР{^)]^ на м-Ьсто {х) 
можво подставить нуль; тогда означенный рядъ будегъ состоять 
изъ однихъ нулей, что не можетъ представлять какого нибудь 
интереса. Поэтому-то мы постоянно будемъ зд'Ьсь подразуагЬ- 
вать, что Д^г) не делится по модулю^? па Р{х). 

Согласившись обозначать чрезъ ^ наименьшее число, нерав- 
ное нулю, прг которомъ им4етъ м'Ьсто сравнен1е 

мы будемъ называть ^ надтказашелемъ^ щшнадлежащимо 
функгщ1 Да;) т модулю [р^ Р{х)]. 

Въ связи съ этимъ намъ придется различать д'Ьлители Формы 

У*— 1 

т первообразные и непервообртиые. Первообразными будемъ 
иазывать так1в5 которые не д'Ьлятъ ни одного изъ чиселъ 

Можно сказать иначе такъ: дкштель Л Формы ^^ — 1 есть 
первообразный или непервообразный, смотря по тому принадле- 
жвтъ ли число р по модулю 4 къ показателю 11 или къ показа- 
телю <; [11, 

Принимая въ сообрашен1е вышесказанное не трудно дока- 
зать сл1Ьдующую теорему. 

Теорема 1 , Если функцгя {^{х) по модулю [р^ Е(х)} принад- 
лежишь нъ потштгелю т и т паЬпонаэашел'ю ^^ то ш есть 
шреоофазный дзълителъ формы р^~1. 



19* 
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Теорема 2- Если (1 есть надпоктатель^ кг которому при* 

падлежтт фушстя /|х^) по модулю [р, Р(р^)]у шо рядъ паимень- 
ишхъ вычешо&ъ степеней 

по тому же модулю^ есть пергодичестй; пертдъ начинается 
сг перваю члена и содер'жшш ровно ^ членоеъ: есть члены въ пе- 
ргодт различны и ни одипъ нвраввнъ 1^ если только фунпцгя ({х) 
пе сравтша съ едынитй- 

На самомъ д'Ьл'Ь, такъ какъ, по предЕоложенхю, шм'Ьемъ 



то 



пх/^'^^ т^\ той. [р, п^)}. 



Отсюда видно, что вычеты Функщй 

(6) г{х)Лхг,...т^''~\,.., 

образуютъ пер10днческш рядъ, что пер10дъ начинается съ пер- 
ваго члена и содержимъ 11 членовъ. 

Чтобы доказать теперь^ что въ пер10Д^ н^Ьтъ двухъ равныхъ 
членовъ, мы дупустимъ противное: 

гд'Ь г < г' <; [1. Возвышая об'Ь части въ степень ^р, получаемъ 

йху'-^'^ Г{х/'"\ шоа. [р, л^)]. 

Возвышай еще об'Ь части въ степень р, получаемъ 
Г(х/^'^Г(^'^\ той. [р,Р(х)] 
Е т, д, СлЬдовательно 



или 



Пх)^~~'''~'^^т, шой.[р,:^(х)], 
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что невозможно; ибо показатель |1 — {г — г) < [1. Следовательно 
пер10дъ дМствительно состовтъ нзъ различныхъ членовъ. 

Остается еще показать, что ни одна изъ Функцш (6) не 
сравнима съ 1 . 

Изъ сравнен1я 

вытекаетъ, что р* д'Ьлится на т; следовательно т есть степень 2). 
Но, съ другой стороны, т есть д-Ьлитель р^ — 1 ; поэтому ел*- 
дуетъ положить т=1. Это приводить къ заключенш, что 
Ах)=\. 

Итакъ, если ({х) не равна 1, то ни одинъ членъ въ ряду (6) 
не сравнимъ съ 1 . 

Наша теорема такимъ образомъ доказана вполне. 

Следствхе. Если имтьешъ мтьсто фупкцгональное сраененге 

т'^'^'^т^", той. [р, 2^(0;)], 

то имгьетъ мтьсто и числовое сраененге 

^'^^" (то(1.|1), 
и наоборотъ. 

§ VI. Число Функц1й, принаддежапщхъ къ данному над- 

показателю. 

121. Обозначая чрезъ п степень неприводимой (по модулю ^р) 
Функщи Р{х)у а чрезъ 1*. какой нибудь д'Ьлитель числа п, мы по- 
кажемъ какъ определяется число Функщй, принадлежащихъ, по 
модулю [р, Р{х)] , къ надпоказателю [1. 

Легко заметить, что искомое число есть кратность («.. На 
самомъ д^лЬ, допустивъ что X принадлежитъ къ надпоказа- 
телю {1, мы зам^чаемъ, что X удовлетворяетъ сравнешю 

Х^=Х, тоА.[р,Р{х)1 
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т-^ыъ самымъ и срав1ШН1ю 

(1) Х^'^-'^\, шой, [р, 2^(0^)], 

вбо X, по предположен! ю, ие делится на Р(х), 

Съ другой стороны, такъ какъ [л д-Ьлитъ п^ го 2^ 
Л0тъ }/* — 1, и стЬдовательдо Функцш 



— 1 аЬ- 



.И^1 



д'Ьлитъ 



х^ 



Х^"-^-1, 



всл'Ьдств1е чего заключаемъ, что сравнеи1е (1) им'Ьетъ ровно 
Р^ — I р'Ьшен!й {п^ 110). Между ними сл-Ьдуетъ искать вс4 
Функщи, принадлежащая къ над показа гелю ^. 

Есшбъ между корнями сравнен1я (1) не было ни одного, 
п11ипадлежащаго къ надпоказателю [л, тогда пришлось бы за- 
клочйть о несущестБОвлнш Фупкфй, принадлеа^ащихъ къ еад- 
показателю [л; ихъ число равнялось бы тогда нулю. Но если 
допустимъ существован1е одной Функщи X, при надлежащей къ 
падпоказателю [л. то сейчасъ зам'!'>чаемъ, что и век Функцш 
въ ряду 

(2) , • . X, Х^, Х^\ , . , Х^^"' 

прннадлежатъ къ надноказателю (л; он'Ь различны и здавлетво- 
ряютъ сравнен1Ю (1). 

Сл'Ьдовательпо, если искомое число пе равно нулю, то оно 
пли равно 1^, или больше ^л, Допустимъ, что оно больше [л, и 
пусть Х^ есть Фупкц1л не содержащаяся въ (2), но принадле- 
жапддя къ надноказателю и^-- Тогда всЬ Функцш въ ряд)' 



(3) 



X,, х,^ X/; 



будутъ принадлежать къ падпоказателю (1.. Он'Ь различны не 
только между собою но и но отиоше1аю къ (2); ибо изъ сравнен1я 
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выводинъ 



Х/'=Х^ , то(1.[р,Л^)], 

или ^ 

откуда сл'Ьдуетъ, что Х^ содержится въ (2), что противоречить 
предположешю. 

Если теперь допустимъ, что кроигЬ (2) и (3), существуетъ 
еще одна какая нибудь Функщя, принадлежащая къ надпоказа- 
телю (Л, то подобно предыдущему мы обнаружимъ существова- 
ше еще [д. новыхъ Функщй, принадлежащихъ къ надпоказателю I*. 
и т. д. На основаши этихъ разсуждетй мы приходимъ къ заклю- 
чешю, что число Функщй, принадлежащихъ къ надпоказателю ^^ 
равно одному изъ чиселъ 

О, 11, 211, 311, ... , 

не превышающихъ предала р^ — 1 . Это число можетъ быть 
поэтому представлено въ вид'Ь произведенхя н-^(1*')? ^Д'Ь ^(1*-) 
изображаетъ ц^лое число, зависящее отъ ^. 

122. Теорема. Число фуикцгй, принадлеоюащиосъ къ надпока- 
зателю 11 равно произведенгю числа ^ на число неприводимыхъ 
функцш степени [1. При этомъ предполагается^ что ^ есть 
дпигит^е^ь степени модулярной функцш. 

На самомъ д'Ьл'Ь, всякая Функц1я X, удовлетворяющая 
сравнешю 

(1) . . ... Х^*"-^^ 1, той. [р, РЩ ' 

принадлежитъ къ надпоказателю |х', д'Ьлящему число [х; ибо 
изъ (1) выводимъ 

а отсюда заключаемъ 

1*. ^ О (той. 1*.'). 
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Обратно, всякая Функщя X, принадлежащая къ надпоказа- 
телю \1\ равному одному изъ делителей числа [1, непрем'Ьнно 
удовлетворяетъ (1); ибо Функщя Х^ "~^ — 1 Д'Ьлится тогда безъ 
остатка на х^^"^ — 1. 

изображая чрезъ X, X', X",.- . . всЬ д'Ьжтели числа [д., на 
основаши вышесказаннаго заключаемъ, что число Функщй, при- 
надлежащихъ по модулю [р, Р{х)] къ цадпоказателямъ X, X', X", . . . , 
равно числу р'Ьшешй сравнен1я (1), то есть ^р** — 1. Это можно 
написать такъ: 

(2) 2Щ-к)=]^—1, 

причемъ знакъ суммы простирается на всЬ делители X, X', X'', . . . 
числа [Д.. 

Изъ (2) получается общая Формула для вычислешя 0(^). 
Для этого мы разлагаемъ 1*. на прризведенхе простыхъ множи- 
телей 

1^ = 3^32^^.. .гЛ, 

и составляемъ выраженхе для (р{^) 

На основанш известной намъ теоремы им-Ьемь 

1,6(11) = 2{р^^- 1)—Щр^^— 1), 
отсюда 

(3) т^^^^=^. 

Сравнивая эту Формулу съ (1) п^ 117 мы видимъ, что зна- 
чеше в{^) равно числу Функщй 11,-ой степени, неприводимыхъ 
по модулю р. Это доказываетъ справедливость нашей теоремы. 

123. Теорема 1. Если по модулю [р, Р{х)] функцгя Х^ при- 
надлежитъ къ надпоказателю [л, то наименьшгй вычетъ произ- 
веденгя 

(Х—Х,) (X— X/) (Х—Х,^) . . . (X— Х/*""') 
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представляетг фуит^лю (л-ой степени /*(Х), зависящую отъ 
одного только перелпьннаго X, и неприводимую по модулю р. 
Полагая 

(Х~Х,) {Х-Х,^ . ..{Х-Х,^^'^)=Х^^К,Х^^''^...±К^, 

им'Ёемъ 

(1) Я. = 2Х/"^Х,^*\ . .Х/"^*, 

гд'Ь . знакъ суммы прбстира.ется на всевозможный сочетан1я 
а^, аз, . . .а^., составляемый изъ [л элементовъ 

О, 1,2,.. .и.— 1 
по г. Возвышая об'Ь части (1^ въ степень^, получаемъ сравненхе 

(2) . . . я/=2x/^x,^^^ . .х,^^\ шоа. [р,Р{х)Ъ 

гд* 

Знакъ суммы въ посл'Ьднемъ сравненш простирается на всЬ 
сочеташя Р^ Ра? • • -^^ ^^'^'ь ^^иселъ 

1,2, 3,.. .11, 
по г; но такъ какъ 

Х,^'^Х„ тоА. (р,Р(^)1 

то ясно, что на м-Ьсто элемента ^ можно въ (2) писать нуль, 
всл'Ьдствхе чего можно црямо сказать, что знакъ суммы въ (2) 
простирается на всЬ сочетанхя р^, Рз? • • • Р| изъ элементовъ 

О, 1,2,. ..11—1 

по г. Принимая это во внимаше, изъ (1) и (2) заключаемъ 

К,Р^К,, той. [^), 2^(0;)], 
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откуда видно, что каждый изъ коеФФицхентовъ Я,, Я», . . .К 
сравнимъ по мод}'лю [р^ Р{<х^)] съ однимъ изъ корней сравнен1я 

Х^^Х, той. [р,Р{х)], 

то есть съ однимъ изъ чиселъ 

О, 1, 2,...^)— 1. 

Сл'Ьдовательно наименьшш вычетъ каждой изъ Функщй 
К^^ К^^ . . .К есть числом а это пок^зываетъ, что наименьшш 
вычетъ функщй 

(3) {Х-Х,) (Х-ХЛ . . . (Х-Х,0, 

взятый по модулю [р^ Р{х)\^ не зависитъ отъ перем-Ьниаго х. 

Обозначая чрезъ ({X) наименьшхй вычетъ произведен1я (3), 
намъ остается теперь доказать, что по модулю р Функщя ({х) 
есть неприводимая. Допустимъ противное; пусть 

Я^) = Ш Ш (и^ой. р), 

Функц1я Х^, удовлетворяя сравнешю 

Г{Х)^о, тл,[р,Щх)] 

удовлетворяетъ тЬмъ самымъ и сравйенхю 

аХ)аХ)^0, тоА.[р,Р{х)]; 

отсюда сл^дуетъ, что она удовлетворяетъ по крайней м'Ьр'Ь 
одному изъ сравнен1Й 

(4) /;(Х)^0, той.[р,Р{х)1 

(5) аХ)^0, той.[р,Р{х)]. 

Допустимъ, что 

(6) /;№) = 0, той.[р,Р{х)1 
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и возвысимъ об* части сравнешя (6) ъъ степень р*; получаемъ 

/;(х/)^0, т(А.[р,Р{х)]. 

Результатъ этотъ показываетъ, что Функцхя Х/* удовле- 
творяетъ (4). А такъ какъ г изображаетъ произвольное число, 
то следовательно сравнещю (4) удовлетворяютъ Функ^^ш 

х„ хр, х,р\ . . . хГ~\ 

который всЬ различны по модулю [р, ]Р{х)]. 

Но зто невозможно, ибо степень (4) ниже ^; следовательно 
невозможно и начальное наше предположенхе, что Функщя (^(х) 
разлагается по модулю р на произведеше двухъ Функщй. 

Теорема 2. Если фуикцш Р{х) и ({х) иеприводимы по мо- 
дулю Ру первая п-ой, вторая ^-ой степени^ и если ^ дгьлитъ п, 
то существуетъ такая функщя Х^, принадлежащая по модулю 
[Ру Р{х)] кг надпоказателю [д., для которой будетъ импть 
мгьсто такое тооюественное сравненге 

аХ) = (Х-Х,) {Х-Х,^ {Х—Х,^') . . . {Х—Х,^'''\ 

той. [р, Г{х)]. 

действительно, такъ какъ степень Функцш /*(Х) делить п, 
то следовательно ДХ) делить по модулю р Функщю 

Х^^'—Х; 

а это показываетъ, что сравненхе 

(7) ПХ)^0, тоА.[р,Р{^)] 

имеетъ ровно I*. решенш. 

Изображая чрезъ Х^ одно какое нибудь решете сравне- 
шя (7), мы заключаем5> прямо, какъ при доказательстве пред- 
шествующей теоремы, что каждая изъ Функщй въ ряду 



х„ хр, X/, . . . х,^-\ . . . 
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удовлетворяетъ (7). Отсюда сл'Ьдуетъ, что Х^ не можетъ щ^и- 
надлежать къ падпоказателю бо.1ьшему, ч*мъ 11, нбо число кор- 
ней (7) не можетъ превышать (ь, 

Допустимъ, что Х^ орниадлежнтъ къ надаоказателю 11'< 1*-; 
тогда наименьшш вычетъ проивведепгя 

(Х-Х,) (Х-Х/^) . . . (Х-Х/^'"^) 

представитъ Функц1Ю /^Х), (л-ой степени и неприводимую по 
модулю р. 

Разд^ливъ по модулю }) Функцхю ДХ) на /'^(Х), и обозна- 
чивъ частное чрезъ ^^ а остатокъ чрезъ ^(Х), будемъ им4ть 

тожественное сравнеше 

(8) . • ДХ) = /;(Х)(Э-ьф(Х) (той.р), 

в сравнеше (7) можетъ быть написано такъ: 

(9) ^,(Х)е-|-(р(Х) = О, шой, [р, Щх)1 

Каждая изъ Функцш въ ряду 

удовлетворяя сравнен1Ю (7), т'Ьмъ самымъ удовлетворяетъ и (9); 
но он'б очевидно удовлетворяютъ также сравнению 

^,(Х) = 0, той, [|),Дж)], 

[• следовательно он1Ь удовлетворяютъ сравнеи1ю 

^{Х) = О, той. [р, Щх)]. 

Съ другой стороны 5 степень Функщв ф{Х) ниже ^\ такъ 
что число р^шенхй посл4дняго сравнешя превышаетъ его сте- 
пень; поэтому вс1^ коеФФИщенты у степеней X въ выраженгв 
Ф(Х) делятся на р^ И сравнеше (8) приводится къ такому 



Г{Х)^аХ)д {той.р). 
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Но это противор'Ьчитъ предположение, что Функщя ({х) не- 
приводима по модулю р. Следовательно предположеше [«.'< р. 
невозможно. 

Итакъ, надпоказатель, принадлежащш Функщи Х^ по мо- 
дулю [р, ^'(ж)], не можетъ быть ни > 1*., нн < ||.; поэтому онъ 
равенъ I*.. 

Принимая теперь во внимаше сравненхе 

(10) ЯХ)=(Х-Х,) (Х-Х/) (Х-Х,^У . .(X— Х,^»*"^), 

той. [р,Р{х)], 

мы зам*чаемъ, что степень его ниже |1., между тЬмъ оно им*етъ 
[1, р^шетй 2 11-1 

х„хлх,^,...х,^'^ ^ 

поэтому сравнеше (10) представляетъ тожество относительно 
переменной X. Что и требовалось доказать. 

Следствхе. Оравненге 

ПХ) ^ О, той. [р, Цх)] 
имгьетъ ровно 1*. ртьшенгй; они могушъ быть написаны такъ: 

Х„ Х,^, X/, . . . х,^^-\ 

при чемъ Х^ изобраоюаетъ одно какое нибудь изъ ихь числа. 

124. Обозначивъ, какъ выше, степень модулярной Функцш 
Р{х) чрезъ п, и взявъ во внимаше какой нибудь делитель [1. 
числа п, изобразимъ чрезъ Дж), (^{х\ . . . (^_у{(с) всЬ Функцш 
||.-ой степени, неприводимый по модулю ^р. 

Каждое изъ сравнешй 

АХ) = о, 
/;(Х) = о, 



(1). 



1/;_дх) = о 



той. [р^ До?)] 
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им'бетъ ровно (Л р^Ьшепш, п 1шкакое р*Ьше}пе не можетъ удовле- 
творять бол'Ье чЬмъ одному сравнеп1ю (1). Ибо дону стивъ, что 

Х^ удовлетворяетъ об1)Ш1ъ сравненхямъ 






той. [р,Р{х)'], 



иы вм'блн бы тожества 

/\{Х)^{Х-Х,)(Х-Х,^). . .{Х-Х/'"-'.}, { 
откуда вытекаетъ сравнение 



той. [р,Р{х)], 



I 



показывающее, что Фуикд1и /"Дж) и {.{х) тожественны по мо- 
дулю!?; и^ э™ протавор'Ьчптъ предположенш, что г не равно ^р 

Г'Ьшеп1Я сравнений (1) представляютъ Функщи, принад^тежа- 
щ1я 1)0 модулю [р^ Щ^)] къ над показателю 1л, и, наоборотъ, 
изъ теоремы 1-ой предыдущаго номера сл^Ьдуетъ^ что всякая 
Фупкд1я, нрннадлежащая къ падпоказателю р., удовлетворяетъ 
непрсы-Ьнно одному изъ (I). Следовательно совокупность вс'Ьхъ 
р1Ьшешй сравпентй (1) представляетъ собой вей Функдш, при- 
надлежащ1Я по мод}^лю [р^Р{о^)} къ падпоказателю [л. Отсюда 
прямо видно, что число Функщй, принадлежащихъ къ падпоказа- 
телю (х равно 11 V, гд'Ь V нзображаетъ число Функцш 11-ой сте- 
пени, непряводимыхъ по модулю р. Такимъ образомъ вновь до- 
казана теорема п° 122, 

125. Если намъ будутъ известны одна какая либо неприво- 
димая Функщя Що}) й- ой степени и первообразный корень Л 
этой Функц1И, то тогда можно состав.1ять прямо всЬ ненрпво- 
димыя функцш, степень которыхъ Д'1литъ п, — вотъ какимъ 
образомъ. 

Пусть ^ нзображаетъ какой угодно д'Ьлитель числа п; оты- 
щемъ всЬ первообразные Д'Ьдители Формы ^^^ — ^1 н обозначимъ 
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одинъ изъ нихъ чрезъ т. То что будетъ зд'Ьсь сказано объ т, 
сл^дуетъ отнести и къ прочимъ д'Ьлителямъ. 

' Такъ какъ ^р'^ — 1 очевидно Д'Ьлитъ р^ — 1, то можно поло- 
жить 

Обозначая дал'Ье чрезъ 1, ш^, Ша, . . . всЬ числа, простыл 
съ т и не превышающ1я ш, и полагая 

В = Л^, той. [р,Р{х)], 

мы опред'Ьлимъ наименьшхй вычетъ по модулю [р^ ^^{х)] каждой 

изъ ФуНКЦ1Й 

Получимъ такимъ образомъ (^{т) различныхъ Функщй, при- 
надлежащихъ къ надпоказателю ^. Прод^ланъ то же самое съ 
прочими первообразными д'Ьлителями Формы ^р'* — 1, мы будемъ 
им-ЬтБ всЬ Функцш, принадлежащая къ надпоказателю (л. 

Посл'Ь этого мы распред'Ьлимъ ихъ на группы, по II. Функцш 
въ каждой, и, пользуясь теоремой 1-ой п^ 123, составимъ изъ 
каждой группы соответствующую Функцш (л-ой степени, непри- 
водимую по модулю р. 



§ \и. Распред16ден1е неприводнныхъ Функц1Й по порядкаиъ. 
Число неприводимыхъ Функц1и ^-ой степени и т-го по- 
рядка. 

126. Изв^Ьстно, что всякая Функщя Р{х\ неприводимая по 
модулю р, д'Ьлитъ Функщю 

х^^ — л?, 

гд* п есть степень Р(х), Если предположить, что Функцхя Р{х) 
отлична отъ ж, то можно сказать, что Р{х) д'Ьлитъ Функщю 
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Следовательно, всегда стществуетъ такое значенге ш, при 
которомъ Фупкщя 

(1) . . ^— 1 

М'Ьлштсп по модулю р [ш данную пеприводимзто Фу1шц1Ю 2^(д:), 
Особеанаго вииманш заслужи ваетъ самое малое число ш, прв 
которомъ (1) Д'Ьлится на 2^(^); мы будемъ называть его поряд- 

НОМЪ ФуНКЦ1Н Р{Щ. 

Сл^Ьдовательно порядокъ Функции Р{х) есть ничто иное, какъ 
показатель, къ которому принадлежитъ х по модулю [р^ -^(3?)]; 
поэтому порядокъ ш Функц1п Ъ'Щ есть первообразный д'блитель 
Формы />" — 1 (теорема 1, п^ 120). Это^ впрочемъ, легко зам'Ь- 
тить прямо: еслнбы число т делило Форму р^ ~1 при п <С и, 
то тогда Функц1Я ^*'* — 1, а т4мъ самымъ и Р{%) д'Ьлила бы 
фушчщю х^ — ^1, что невозможно. 

Порядокъ Функц1и вноли'Ь опред^ляетъ собой ея степень^ но 
обратно нельзя сказать- 

127. Обозначивъ чрезъ ш какой нибудъ первообразный де- 
литель Формы ^э" — 1, мы зам^чаемъ, что въ раз^иожеши х^^ — 1 
на неприводимые множители по модулю р будутъ входить так1Я 
только Функц1и, порядокъ которыхъ д^литъ число ш. 

действительно, положивъ 



(1) 



X 



'—1^У,Т^...У, (той.1>), 



ж обозначивъ чрезъ ш' порядокъ какой нибудь изъ Фуйкц1й 7', 
нанривгЬръ 7^, имеемъ 

а:"*—! =0, той. О, Г^^ 
а.^'„ 1 ^ о, той. [р, Г,] , 

откуда заключаемЪз что число ш должно делиться на т''; ибо, 
по модулю {р^ Т^] у X принадлежитъ къ показателю ш\ 

Наоборотъ, всякая неприводимая Функщя У^ порядокъ ко- 
торой т^делитъ т, содерлштся въ ряду К^, ^а? ' - *^^ ^^^ 

п. ' 20 
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тогда 0^' — 1 Д'Ьлитъ о^ — 1, а такъ какъ Т^ делить а;*^' — 1, 
то следовательно V будетъ д'блителемъ а;*^ — 1. 
Итакъ, совокупность функцгй 

(2) Г„Г„...Г, 

представляетъ есть функцгй неприводгшыя по модулю _р, поря- 
докъ которыхъ есть дгьлитель числа т. 

Понятно, что степень каждой изъ Функщй (2) делить п. 

Согласившись изображать чрезъ ф^ произведенхе всЬхъ 
неприводимыхъ Функщй т-го порядка, мы можемъ сравнете (1) 
написать такъ: • 

(3) х'^—Х^Щ^ (той.!)), 

гд* знакъ произведен1я простирается на всЬ делители й числа т. 

На основанш разсужден1Й подобныхъ гЬмъ, которыми мы 

пользовались въ п® 1 14, мы им-бемь возможность, исходя изъ (3), 

написать прямо выражеше Функдш ф^. На самомъ д'Ьл'Ь, полагая 

(р(ш) =2^1 — 2^2, 
им^емъ 

(4) П(а;^^^— 1) 

Зд^сь знакъ произведен1я простирается: въ числител'Ь на 
всЬ значенхя т^, а въ знаменателе на всЬ значенхя т^, 

Функц1я (4) есть ц^лая, не только въ томъ случае, если 
производить д^леше по модулю р^ но и въ обыкновенномъ 
смысле. 

Чтобъ доказать это мы прежде всего зам^тимъ, что если 
какое нибудь количество х удовлетворяетъ уравнешямъ , 

и притомъ 5 есть самое малое положительное число для кото- 
раго имеемъ ж' = 1 , то тогда г непременно делится на 5. Ибо 
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обозначая чрезъ а остатокъ отъ д'Ьлен1я г на 5 и полагая 



что на основанш предыдущаго уравненш приводнтся къ виду 

а такъ какъ о- <С 5, то следовательно а^ 0^ то есть ^^^$^, 

Обозначивъ теперь чрезъ а любой корень Фушщш П(:к:'"=^ — 1), 
мы назовемъ чрезъ 5 самый малый положительный показатель, 
при ко торомъ им1^етъ мЬсто уравнете д* ^ 1 , Въ составь каж- 
дой ИЗЪ ФУНКЩЙ 

множитель ^; — а будетъ входить съ показателемъ равнымъ 
соотв'Ьтственно числу чпселъ ш^ или Шд, д'Ьлящйхся на е. Но 
$<;т и потому число чиселъ, какъ перваго, такъ и втораго 
рода одинаково; сл'Ьдователыю мкожитель х — а въ выраже- 
П1И (4) сократится вполн'6. А такъ какъ х — а изображаетъ 
любой множитель, входящ1Й въ составъ знаменателя Формулы (4), 
то сл4дуетъ заключить, что Формула (4) представляетъ д'Ьлую 
Функщю. 

128. Обозначая чрезъ р^ число непреводилйгхъ Функщн 
т-го порядка, и замечая, что степень калаой изъ такихъ Ф5Т1К- 
цш равна ??^ , мы заключаемъ на основаши выражешя Фуякфи ф^^ , 



(I) 






Формула эта даетъ возможность узнать на сколько непрнво- 
димыхъ множителей разлагается Фун1Щ1я 



(2) 



_ П(а;"'»— 1) 



по данному модулю р, простому съ т. 
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Какъ сл^дств1е изъ (1) вытекаетъ следующее предложеше. 

Чтобы функцгя 

П(а?^1-^1) 

была неприеодимою по модулю р^ простомь съ т, необходимо 
и достаточно, чшобъ р было первообразнымъ корнемь числа т. 

Отсюда сл'Ьдуетъ, что если число т не им'Ьетъ первообраз- 
наго корня, то Функщя (2) будетъ приводимою относительно 
всякаго модуля р^ не д'Ьлящаго т. 

129. Въ частномъ случа*, когда т Д'Ьлится на^?, Функщя ф^ 
терпеть прежшй смыслъ. Посмотримъ, что она будетъ тогда 
представлять. 

Положивъ 

(1) т = т'р'^, 

причемъ т' не делится на р^ и опред'Ьливъ числа т\ и т'^ по 
Формуле 

(2) 9К) = 2< — 2<, 

мы возьмемъ во внимаше Функц1Ю 



которая по модулю р представляетъ произведете всЬхъ непри- 
водимыхъ Функцш т'-го порядка. 
Им^емъ 

ф.«-ч.-1)_ щ<^'^-1?" щ^'^-\Г-' 

что на основаши известной теоремы приводить къ следующему 
тожественному сравнетю: 

(4). . . ф.^-(Р-.)^п<":-')п(^'^:":-') <„<„,. ^). 



• т 
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Съ другой стороны, полагая 

изъ (1) и (2) получаемъ для опред'Ьлешя совокупности чиселъ 
т^ и т^ тамя Формулы: 



2^2 = ^ш\р'^'''^ -»- Ъш^р''. 
Отсюда заключаемъ, что Формулу (4) можно написать такъ: 

П(а;'"г— 1) 
или, что одно и тоже, 

(5) ^^^Г^-'^-'Нг^о^-Р)- 

Эта Формула даетъ искомое разложеюе Функц1и ^^, Отсюда 
сл'Ьдуетъ, что для того, чтобы функцгя ф^ была непргшодима 
по модулю Ру дгьлящему т, необходимы и достаточны два 
условгя: 

\\ р=2, а=1; 

2**. модуль 2 долженъ быть первообразнымг корнемъ числа т\ 

Принимая во вниманхе посл-Ьдшя условхя и то, что было ска- 
зано ран'Ье о Функцш ф^, мы заключаемъ, что если т не имтьетъ 
первообразныхъ корней, то функцгя ф^ есть всегда приводимая, 
каковъ бы ни быль модуль р. 

130. Дримгьръ. Опред'Ьлимъ порядокъ и число неприводи- 
мыхъ Функцхй разныхъ порядковъ въ н'Ьсколькихъ просгЬй- 
шихъ частныхъ предположен1яхъ, относящихся къ модулю р 
и къ степени п. 

1^ р=2у п=2. Въ этомъ случа'Ь Форма 2^ — 1 = 3 
им'бетъ одинъ только первообразный д'Ьлитель, именно 3. 
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Число неприводимыхъ Функщй третьяго порядка есть 

^ _ 9(3) _ 1 

Следовательно въ разсматриваемомъ случа'Ь существуетъ 
одна только неприводимая Функц1я; она есть третьяго порядка 
и определяется по Форму л* 

"^ . ^? = 2, II = 3. Форма 2^ — 1 = 7 им^егь одинъ только 
первообразный делитель, именно 7. Число неприводимыхъ Функ- 
щй седьмаго порядка есть 

следовательно существуетъ всего только дв* неприводимый 
функцш; обе оне седьмаго порядка. 

3*. ^ = 2, п = 4. Первообразные делители Формы 2*— 1=15 
суть 5 и 15. Имеемъ 

.=9(5)_1 
. _9(15)_2 

Р15 ^^ ^• 

Число всехъ неприводимыхъ Функцш равно 3. Одна только 
изъ ихъ числа есть пятаго порядка, именно: 

4"*. ^9 = 2, п =: 5. Форма 2^ — 1 =: 3 1 имеетъ одинъ только 
первообразный делитель 31, следовательно все неприводимый 
функд1И суть 31-го порядка; ихъ число равно 

5*. ^ =: 2, п = 6. Первообразные делители Формы 2^— 1=63 
суть 9, 21, 63; находимъ 

Р9=1. Р21 = 2. РвЗ=6. 
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^^^Н 


^^^ Вс'Ьхъ неприводииыхъ 


Формъ существует'ь стЬдовательно 9; ^Н 


^Ц взъ няхъ одна только девятаго цорядка, именно: ^^Н 


■ 


ф«=5^ 


1| = же-4-;г^-|-1. 


ш 


^Ш Всего бол^е внимнН1л 


заслуживаегь хоть первообразный ^^| 


^Н Д'Ьлите.ш Формы ^ — ^1, которому соотв^гствуетъ наименьшее ^Ц 


^Ш значен1е р^^. 


Эти минима, 


въ про€гЬйшвхъ 


предположев1яхъ ^Н 


^1 относительно ^ 


р и «, суть сл'Ьдующ1е: 


Н 


I 




^) = 2. 


В 


Н 


р.= 1; 


« = 7, 


Рш=^13; В 


Н «= 3, 


Р7=2; 


и = 8, 


Рп=2; Н 


■ 


р*=1; 


п=9, 


Р7з=в; Н 


^В « ^ 5, 


е.1=6; 


п= 10, 


■ 


Н « = 6, 


р.= 1; 


п= 11, 
^>=3. 


В 


и 


р*=1; 


п= 6, 


В 


Н П= 3, 


р.. = 4; 


«. = 7, 


р109з=156; ^Н 


■ «=^4, 


р.= 1; 


п = 8, 


Рз2=2; Н 


^В »^= 5, 


Ри=2; 


и= 9, 


Рт5, = 84. ^^И 


1 




р=5. 


^ ' ^^^1 


■ 


Ра= 1^ 


п= 6, 


В 


Н п= 3, 


Рз1-=10; 


«=7, 


Рт-,о-=2790; Н 


■ №=4, 


Р,в--2; 


« = 8, 


Рв^=2; ^1 


^1 п = 5, 


Рп=2; 


п = 9, 


Н 


■ 


Р4=1; 


и = 6, 


В 


Н »= 3, 


Р,= 2; 


п = 7, 


Р47аз=676; Н 


■ п = 4, 


Рь=1; 


и = 8, 


?е4=4; ^1 


Щ »=5, 


Рз«.1 = 56С 


I; ». ^ 9, 
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^^^^^ 


^^^ 


^^^^^ 


V ^_^ ^^^^^1 
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р=и. 



п= 2, 


?з=1; 


и = 6, 


р9= 1; 


п=3, 


Р7=2 


,«=7, 


р4з=б; 


п = 4, 


Рг.= 2 


, п = 8, 


Рзз=2; 


п = 5, 


Р25=4: 


« = 9, 


Рш289з= 196988 



Во многихъ частныхъ случаяхъ подобный таблицы значи- 
тельно облегчаютъ отыскиваше неприводимыхъ Функщй. 
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ГЛАВА X. 

О функц1яхъ абсолютно неприводимыхъ. 

$ 1. Начала д1^л1Шоети. 

131 . Делимость Функц1и ({х) на <^{х) обусловливается равен- 

ствомъ 

/•(а;) = 9(ж)ф(ж), 

причемъ Функщя ф(а?) должна быть ц'Ьлой. 

Если 9 (ж) д*литъ ({х)^ то А(^{х) д'Ьлитъ очевидно В({х)^ 
каковы бы ни были числовые коеФФИщенты А и В\ сл'Ьдова- 
тельно, по отношен1ю къ д'Ьлимости, Функщи, отличающхяся 
постоянными множителями, можно не считать за различный, и 
если ограничиться Функщями съ коеФФиц1ентами исключительно 
ращональн>ши, то можно предполагать, что въ д'Ьлимомъ, какъ 
и въ Д'Ьлител'б, коеФФИщенты суть ц-Ьлыя числа, не им^Ьющ^я 
общаго д'Ьлителя. 

Функщю съ целыми коеФФИЦ1ентами, не им'Ьющими общаго 
д'Ьлителя, согласимся называть несократимою. 

Можно разсматривать единицу, какъ несократимую Функщю 
нулевой степени. 

Теорема. Произведете двухъ иесократимыхъ фуикцгй есть 
функщя также несократимая. 
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На самомъ д'ЬЛ'Ь, допустимъ противное; пусть (^{х) и ^(х) 
будутъ несократимыми Функщями, и пусть вс* коеФФИщенты 
въ произведенш ц>{х) ^{х) д'Ьлятся на простое число 1?; тогда 
будемъ им'Ьть сравнен1е 

(р{х) ^{х) ^ о (той. р), 

откуда заключаемъ (п^ 71), что по крайней м'Ьр'Ь одна изъ Функ- 
щй (^(х) и ф(ж) сравнима съ нулемъ по модулю ^р. Но это про- 
тивор'Ьчитъ нредположешю, что об'Ь Функщи <р{х) и ^{х) суть 
несократимый; следовательно, общ1Й наибольш1Й делитель всЬхъ 
коеФФИщентовъ въ произведен1и <^{х) ^(х) равенъ единиц*. 

Сл^дстихе. Если несократимая фуикцгя ((х) д^ьлится на 
несократимую функцгю 9(ж), то частное есть функц1я также 
несократимая. 

Действительно, частное отъ д^ленхн /*(гг) па (р{х) можно 
представить въ вид* — ф(ж), причемъ ^(х) изображаетъ несо- 
кратимую Функцш, н. т и п ц^лын числа. Полагая 

Р{х) = п^{х) = гп((^{х) ф(а;), 

мы заключаемъ, что общхй наиболыпхй делитель всЬхъ коеФФИ- 
цхентовъ въ выраженш Функщи Р{х) равенъ разъ числу п, дру- 
гой разъ числу т; следовательно п = т, и потому частное отъ 
д'Ьлешя /*(ж) на ср(а?) равно несократимой Функц1и ф(ж). 

132. По известному способу Эвклида, понят1е объ общемъ 
наибольшемъ делителе, равно какъ и основныя свойства Функ- 
Ц1Й взаимно простыхъ, устанавливаются безразлично, какъ для 
Функц1Й съ какими угодно коеФФИцхентами, такъ и для Функхцй 
съ целыми коеФФищентами; но что касается разложенхя Функщй 
на множители, то вопросъ этотъ представляется въ совершенно 
иномъ виде, смотря по тому будемъ ли мы обращать вннмаше 
на натуру косФФицхентовъ, или не будемъ. Такъ, напримЬръ, 
всякая Функщя имеетъ линейный делитель а^-*- а, но если мы 
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поставимъ услов1е, что а должно быть числомъ ц'Ьлымъ, то тогда 
можетъ не оказаться ни одного делителя означеннаго вида. 

Не желая выходить зд'Ьсь изъ области ц'Ьлыхъ чиселъ, мы 
ограничимся исключительно Функцхями съ ц'Ьлыми коеФФиц1ен- 
тами, подразум'Ьвая ^постоянно, что въ кругу нашихъ изысканш 
всякая Функщя есть несократимая. Им'Ья это въ виду, мы согла- 
симся называть Функщю Р абсолютно неприводимою^ или просто 
иеприеодимоЮу если она не им-беть никакихъ другихъ делителей 
кром* 1 и Р. Так1я Функц1и играютъ ту же роль въ области 
ц'Ьлыхъ Функщй съ целыми коеФФищентами, что простыя числа 
въ области всЬхъ ц'Ьлыхъ чиселъ. 

Если неприводимая Функцхя Р не д-блитъ ^(х\ то Р и Дгг) 
суть взаимно простыя. 

Если неприводимая Функщя Р д^Ьлитъ произведенхе н'Ьсколь- 
кихъ ФункцШ Д(д;) ^^{х) (^{х) . . . , то она Д'Ьлитъ по крайней 
м'Ьр'Ь одинъ изъ множителей (^{х)^ и{^)^ ... 

Всякая Функц1я ((х) тш сама есть неприводимая, или разла- 
гается на произведенхе н^сколькихъ неприводимыхъ множителей; 
такое разложенхе возможно однимъ только образомъ. 

Число неприводимыхъ Функцхй безконечно. 

ВсЬ эти предложен1Я доказываются также, какъ и для ц*- 
лыхъ чиселъ. 

133. Разложенхе Функцш ({х) на неприводимые множители 
можетъ быть выполнено съ помощью конечнаго числа испыташй. 
Это ясно видно изъ того, что числовыя величины коеФФИцхен- 
товъ въ искомомъ д'Ьлител'Ь, степень котораго задана напередъ, 
не превосходятъ изв'Ьстаыхъ пред'Ьловъ, зависящихъ отъ выс- 
шаго предала модулей всЬхъ корней Функцхи ({х). Всл'6дств1е 
этого получаемъ для искомаго д'Ьлителя конечное число возмож- 
ныхъ выраженш, который подвергая поочередно испыташю, 
мы опред'Ьлимъ всЬ д'Ьлители заданной степени, или убедимся 
окончательно, что подобныхъ делителей вовсе не существуетъ. 

При отыскиван1И делителей сл'Ьдуетъ начинать съ д'Ьлителей 
первой степени, а если таковыхъ не окажется, перейти къ оты- 
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скиван1Ю делителей второй степени и т. д. Е1сди окажется, что 
^(х) не им-Ьетъ ни одного делителя степени ^ у, то тогда ел*- 
дуепь заключить, что Функщя Яж) неприводима. 

Д'Ьлитель возможно низкой степени есть всегда Функщя не- 
приводимая. % 

Понятно, что, зная д'1лнтель Функщи 

мы г1мъ самымъ знаемъ делитель Функц1и 

И наоборотъ^ поэтому всегда можно предположить, что Функщя, 
которую требуется разложить на множители, им^етъ косффи- 
щентъ у наивысшей степени перем-бннаго равный единиц'Ь. 

134. Для отыскан1я д'Ьлителей Функщи /*(д?) можно посту- 
пать по указан1Ю Кронекера еще сл'Ьдующимъ образомъ. 

Пусть т изображаетъ степень искомаго делителя 9(ж). 

Возьмемъ т -♦- 1 частныхъ значешй для х 

разумеется ц'Ьлыхъ, и вычислимъ соотв'Ьтствующхя значен1я 

которыя очевидно будутъ также ц'Ьлыми. 
Значешя 

будутъ также ц'Ьлыми, но при этомъ и^ должно делить Ь^, 
и^ должно делить Ъ^ и т. д. ; следовательно каждое йзъ чиселъ 
г^^ , м^ , . . . можетъ им^ть одно изъ несколькихъ заранее опре- 
д^ляемыхъ значешй. Но числа и^, и^^ , . . вполне опред^ляють 
собой Функщю (^{х); поэтому можно всегда напередъ составить 
известное число выражен1Й, единственно возможныхъ для 9 (а?). 
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Испытывая каждое изъ нихъ поочередно, мы такимъ образомъ 
отыщемъ всЬ д'Ьлители степени не выше т или убедимся, что 
таковыхъ не существуетъ вовсе. 

135. Остатокъ отъ Д'Ьлешя Функщи 

Да;) = х''~\-р,х''^' -I- . . . -^р^ 
на 

(р{х) = ж^ н- а^ х^~^ -*- . . . н- а^ 



т 



представляется въ вид'Ь Функцш {ш — 1)- ой степени, въ кото- 
рой коеФФИщенты суть Функцш чиселъ а^, а^,. . .а^. Прирав- 
нивъ эти коеФФИщенты нулю, мы получимъ т уравненхй съ ш 
неизвестными целыми числами а^, а^^ . . .а^; это будутъ усло- 
В1я д'Ьлимости /'{х) на (р{х). 

Р'Ьшенхе н'Ьсколькихъ уравненхй съ н'Ьсколькими неизв'Ьст- 
ными при помощи посл^^довательныxъ исключенш приводится 
къ р'6шен1ю одного уравненхя съ одною неизв'Ьстной; поэтому 
вопросъ объ отысйан1и д'Ьлителей Функц1И можно окончательно 
свести на р'Ьшеше въ ц'Ьлыхъ числахъ одного уравнешя съ одною 
неизв'Ьстной. 

Въ частномъ случае, когда идетъ д^Ьло объ отысканхи квадра- 
тичныхъ Д'Ьлителей, мы будемъ им'Ьть первоначально два урав- 
нен1я съ двумя неизв'Ьстными 

91К,«2) = 0, 92(^1, ^2) = О, 

притомъ «2 должно Д'Ьлить р^. Приравнивая посл'Ьдовательно не- 
изв'Ьстное «2 разнымъ д'Ьлителямъ числа ^р^, мы будемъ получать 
каждый разъ по два уравнешя съ однимъ неизв'Ьстнымъ а^, и 
если окажется обш;ее ц^лое р'Ьшеше, то получимъ тогда и общш 
квадратичный д'Ьлитель. 

136. Примгьръ!. Найти квадратичные дгьлишели функцш 

({х) = х/^-^р^а^-^р^а^-^р^х-^р^. 

Изображая искомый делитель чрезъ 

ф(ж) = л;^ -I- аж -*- &, 
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'•-татокъ 



:^йва;4 



г"^Б 1Гжнятое зна- 
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Есла р^ — Ър^ д-Ьлятся на самомт. д-Ьл* яаЬ'—Ь, то тогда 
вм'Ёемъ 



(5) 



и 



— Ъ'—Ь 1 



и смотря т тому будегь лг зиачеше (5) удовлетЕоря1Ъ второму 
уравеешю (4), ши ее будетъ, Функц1Я х'^-^ах-^Ъ будетъ де- 
лить 1\х)^ ит не будетъ. 

Если Ъ' = Ь, въ такомъ случай должно IШ^Ьть м-Ьсто уравне- 
Я1ерз = *Л? ''"^'^^^ значеше^ принятое для Ъ, не годится. Допу- 
стивъ, что дМствительио р^ = Ьр^^ для опред'Ьлен1Я а им-Ьемъ 

ураБпея1е 

гг — ^7,ан-р, — 2Ь = 0; 

если оно яе будетъ и!а*ть ц-Ьлыхъ р'Ьшен1Й, тогда значегпе, при- 
нятое для Ь, не годится. 

137. Примтръ 3. Найти кубичный дгьлитель фуптт 

Изобрази въ искомый делитель чрезъ 

ф(ж) ==: а? — т(? — Ъх — с, 

можсмъ написать 

аг^ ^ 02;^ н- Ъх -^ с, 

. Сз вычисляются по Форму ламъ 



[той. ср(ж)], 



гд* щ, \, 



аа_ 



Ьп^К-Х 



С^=^С»п_И 



^'П— 1' 



^'П— Р 



если полагать посл-Ьдовательно «=^1, 2, 3, 
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УСЛ0В1Я делимости данной Функщи на (^{х) вьфажаются 
уравнен1ями 

(1) Ь^-^р,Ъ2'^р^Ь,-^р^Ъ-*'Р^=0, 

Изъ посл'Ьдняго уравнетя (1), подставляя въ немъ на м^сто 
Сз, Сз, с^ значен1я 

выводимъ 

отсюда заключаемъ, что с Д'Ьлитъ р^. 

Приравнивъ с какому нибудь делителю числа р^^ будемъ 
им'Ьть 

(2) 1>в=сс', 

(3) а2-*-^Р1«1-*-^^2«-*-^Рз-*-^'=0. 

Исключая съ помощью уравненхя (3) величину р^ изъ пер- 
выхъ двухъ уравнешй (1), получаемъ 

/14 I ^2-*-2^1^-*-1^2^-*-1^4 — «^'= О, 

[с^-^р,с^-^р^с-^р^—Ъс =0. 

На м'Ьсто условш (1) мы им'Ьемъ теперь уравнетя (3) и (4). 
Внося въ посл'Ьднее уравненхе (4) на м^Ьсто с^ и с^ значешя 
са^ и ш, получаемъ 

(5) с{а^'^р^а-^р^)'^р^ — Ъс'= 0. 

Отсюда сл'Ьдуетъ, что общгй иаибольшгй дгьлишель чиселъ 
сие' должет дгьлшпь р^\ въ противномъ случа'Ь, принятое зна- 
чеше для с сл^дуетъ покинуть. 
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Обозначжвъ чрезъ й об1ц1й 11ат1больш1Й- д'Ьлетель чнселъ 
€ и €\ мы оолотимъ 

(в) . - с = М\ с ^1^ сМ'\ }к, ^^ (Ц. 

Уравпеше (5) прйнимаетъ всл15дств1е этого такой В1гдъ: 
(7) , йXа^-^р^а-^-р^-^^ — 6й''^0. 

Отсюда сл'Ьдуетъ, что Ь удовлетворяетъ срав11еа1ю 

(8) А''х ^ ^ (той. А')^ 

и если обозначш1ъ чрезъ а какое либудь его р-Ьшеше, то можемъ 
написать 

(9) ь = а. — й'г, 

гд* ? изобра,жаетъ повое неизвестное ц^лое число, которое мы 
введемъ на м^сто Ь. 

Биося въ (7) иа м'Ьсто 6 выражен1е (9) и полагая для сокра- 
ш;ен1я 

(10) а-аГ^А'г, 

получаемъ 

(И) а^-\-р^а-\-р^-^(-^д!Ч^=^д, 

Исключая съ помощью этого >фавнеп1Я величину р^ изъ (3) 

и перваго (4), получаемъ 

(12) ....{"- 

На мйсто условгй (1) им^емъ теперь уравыешя (11) и {12). 
Внося во второе (12) ас на мЬсто с^ и а — йЧ на мйсто 6, 
получаемъ 

(13) . . • а{с — с') — (а^ — А'Щ {(-^й''() — р^с — р^^ 

п. 21 
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откуда заключаемъ, ^то искомое число ^ должно удовлетворять 
сравненхю второй степени 

(14) . . (а — сг'О {/^^а''^)=р,-^-р,с [той. (с — с)]. 

Въ случае, если сравненхе это окажется невозможнымъ, 
принятое значеше для с надо перем'Ьнить на другое. 

Допустимъ, что сравнеше (14) возможно, и обозначимъ 
чрезъ р одинъ какой нибудь его корень; число значенш р равно 
числу различныхъ р'Ьшешй сравненхя (14). 

Число I можетъ быть представлено въ вид'Ь 

(15)-. ^ = р — (с — с>, 

причемъ и изображаетъ новое неизв-Ьстное ц^Ьлое число. 

Внося въ (13) на м'Ьсто < его выражеше по посл'Ьдней Фор- 
му л'§, и, загЬмъ, сокращая об'Ь части на с — с\ получаемъ 

(16) а = й -+- А'м н- /г' V, 

гд'Ь А, й', Н" изображаютъ изв'Ьстныя ц-Ьлыя числа. 
Подобнымъ образомъ изъ (9) выводпмъ 

(17) Ъ = к-^и'и, 

гд'Ь к шУ! изображаютъ изв'Ьстныя ц'Ьлыя числа. 

Наша задача сведена теперь къ опред'Ьленш одного и\ по 
немъ коеФФИщенты а и Ь опред'Ьляются непосредственно. 

Внося въ уравнешб (И), и въ первое (12) на м'Ьсто а^Ъ, { 
соотв'Ьтствуюш,1я выражетя по Формуламъ (15), (16), (17), 
причемъ на м'Ьсто а^ и Ъ^ сл'Ьдуетъ подставить предварительно 
ихъ значешя 

а^^=:а^-#-Ь, 61 = 06-1^ с, 

мы получимъ два уравнешя третьей и четвертой степени съ 
однимъ неизв'Ьстнымъ и. Если они им'Ьютъ общ1Й ц'Ьлый корень, 
тогда по этому корню мы вычислимъ а и Ь и получимъ искомый 



0\дШе6 Ьу Сл00^1С 



— 323 — 

дйпггель 9(^); въ протнвпомъ случа-Ь сл'Ьдуетъ менять значенхя 
§ ж с, Есл1Г при всевозможныхъ значетяхъ для с д для р не 

получвтся Д'Ьлйтель, то сгЬдуетъ тогда заключать, что заданная 
Функц1я вовсе не нм'Ьстъ кубическихъ Д'Ьлителей, 

Остается еще обратить вниман1а иа частный случай, когда 
с =: с\ Тогда шаЬемъ 

й = с, й' = сг"=1, р^ = са, а^З, (=0, Ъ = ^ — {; 

уравнетя (11) и (12) представляются въ сд'Ьдующемъ вид^: 

^^ — д6 -^р^с -^р^ = О, 

а{^ — 2Ь) ^р,{и — О -^ 2с ^Р, = 0. 

Если два первыя изъ числа этихъ уравнений имйютъ ц'Ёлые 
корни, и эти корни удовлетворяютъ посл'Ьднему уравнешю, тогда 
получимъ кубичный д-Ьлитель заданной Функцш. 

Пргшгьчате. Способы, изложенные нами въ двухъ послед- 
нихъ прим-Ьрахъ, орийгЬняются къ Функщяыъ какой угодно 
степени, 

$ П, Доказательство одного сравнея1я, 

138. Теорема. Если фуншти Р{х) и Р^{х) сртнимы т мо- 
дулю р^ то ихъ результанты^ сосшавленные относительно одной 
и той оюе функцш вида 



оГч-р^х""^'^ 



-Рю 



также сравнимы по модулю р. 

ДМствительно, дв-Ь Функцш, еравнимыя по моду.Iпо^?^ отъ 
д-Ьленхя на Функц1ю вида 



даютъ въ остатке, равно какъ и въ частноиъ, Фуякщи, соотв-Ьт- 



ственно сравпиз1ыя по модулю р. 



21* 
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Изображая соотв-Ьтственно чрезъ 



«). 



■а1%- 






" ^ П — 1 

остатки получаемые отъ Д'6лен1я Функц1Й 

х*Г{х) и х*Щх) 
на {(х) и залгЬчая, что 

х*Р{х) = х*Рр) (той. ;>), 
мы им'Ьемъ рядъ сравненхй 



П — * П — I 



(той.;?), 



при всякомъ г, начиная съ г = 0. 

Съ другой стороны, обозначая соответственно чрезъ ВжВ^ 
результанты Функщй Р(х) и ^^(ж), составленные относительно 
({х\ им^емъ 



В = 



В,= 



«0 «1 • • • «„_1 ■ 




«0 «'!••• « п_г 




«;"-"<"-''. . 


(П-1) 

.а 

П— 1 


&оЬх.-.Ь„_. 




Ь'о *'.•••?''„_. 







^^(П-1) ^^(П-1) _ ^« 



(П— 1) 
П— 1 
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Отсюда, на осиованш предыдущвхъ сравкешй, непосред-. 
ствеоео заключаенъ 

что в сл:Ьдовало доказать. 

139, Прос^гЬдивъ ходъ доказательства посл-Ьдпсй теоремы, 
легко зам^^тйть, что она остается въ сил'& и въ томъ случае, 
когда коеФФ11Ц1е11Ты въ выражен1яхъ Функщй {{х\ Г{х\ Щх) 
содержать произвольный параметръ у^ представляясь въ вид^Ь 
ц-Ьлыхъ Фупкщй этого параметра. Разсматривая тогда у какъ 
оерем^Ьнную, сравнете 



(1) 



, . Л ^ Л^ (той, р) 



будетъ предстакшть тожественное Функщональное сравненхе. 

Вообще, функц1о /'(а^), ^{х), Щх) могутъ содержать какое 
угодно число незавйсимыхъ параметровъ я всегда сравнеше (1) 
остается справедливымъ. 

Переходя къ приложен1ю предыдущаго, мы докажешь ел*- 
дующ\ ю теорем}^ Шенемаеа, 

Теорема. Каково бы ни было простое число р^ если фуитш 



ф{х) ^ х"" ч- д,зГ 






таковы^ что корни второй раты р^ой степени отъ трней пер- 
вой ^ то татя фунтш сравтшы по модулю р. 

Д'Ьйствйтельно, разсматривая X какъ произвольный пара- 
метръ и зам'Ьчая, что Функщи 

(Х — х)^ и Х^—з^ 
сравнимы по модулю р, им-Ьемъ сравнеше 

прнчемъ »!, гса, . . . ж„ изображаютъ корни Функц1и Дж). 
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Сравнеше это можно написать проще такъ: 

(2) ЯХ)Р^ Ф(Х^) (той. р). 

Съ другой стороны, по изв-Ьстной теорем* иы^^емъ 

(3) Г{Х)^^Г(ХР) {тоА.р). 

Изъ (2) и (3) выводимъ 

Г{Х^) ^ Ф{Х^ (той. р). 
Отсюда, внося въ об* части х на лгЬсто Х^, получаемъ 
^{х)^Ф{х) (той. ^?), 
что и следовало доказать. 

Примгьръ. Возьмемъ уравнете 

а? — ж-*- 1=0, 
и положимъ 

у = х\ 

Составляемъ рядъ уравнен1й 

у = — 1 н- 2а; — 2ж^, 

ху=^1 — Зж н- 2ж^, 

х^у = — 2 -^ 4л; — 3^2, 
откуда выводимъ 

— 1— «/ 2 —2 

2 — 3— 2/ ' 2 =0. 

— 2 4 —3—2/ 

Разлагая опред'Ьлитель, получаемъ уравнеше 

^з_^ 72/2 — «/-^1=0. . . 
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Полагая 



ф(ор) ^ х^ ч- 7^ — Д1 -ь 1 , 
мы уб'Ьшдаемся ьъ справедливости сравкегпя 
[{х:) = Ф{х) {шосЬ 7), 



§ т. Разлажен1е ФуикдЫ ^™— 1 па неприводимые множи- 
тели, 

140, Изображая чрезъ ф^ провзведеше вс4хъ неприводн- 
ыыхъ Функщй ш-го порядка по модулю^, мы им-Ьемъ сл^Ьдую- 
щее разложе111е. Функщи а^"'— 1 иа множители {п^ 127) 



(1) 



д;^^_1^ф^ф^,. ■ *^1 (тод,^^) 



гдй ш, ш\ ... 1 означаютъ различные д^Ьлители числа т. 
Функщя ф составляется по Формул!; 



(2) 



_П( а;"'1 — 1) 



прлчемъ совокупность чиселъ ш^ и ^щ находится взъ выраженхя 

(р(ш) ^= ^т^ — ^Щ- 

Сравнение (1) не нарушается, если во второй его части на 
м^сто какой ннбудь взъ Фупкц1Й ф подставить другую, сравни- 
мую съ первой по модулю р; по если подъ знакомъ ф^ понимать 
точно выражеше (2), то тогда сравпеп1е (1) превращается въ 
уравнеше {п^ 14) 

(3) 



X 



1=ФтФ^-'-4'г 



Характеристическое свойство Фупкцги (2) состоитъ въ томъ, 
ччо при всякомъ т она абсолютно непрнводвма; такъ чторавее- 
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ство (3) представляетъ разложенхе Функщи о^ — 1 на абсолютно 
неприводимые множители. 

Прежде ч^мъ доказать это, мы, следуя Дедекинду, укажемъ 
на особенности корней Функцш ф^. 

141. Корни двучленнаго уравнешя о^ — 1=0 бываютъ 
двоякаго рода: первообразные и иепервообразиые. Первообраз- 
ными называются такхе, которые не удовлетворяютъ ни одному 
изъ уравнен1й 

а;— 1=0, а;3_д =0, . . .ж^~' — 1=0. 

Всякш непервообразный корень уравнешя х^ — 1=0 есть 
первообразный корень другого уравнен1я х^' — 1=0 степени 
ниже т, причемъ т ;^литъ т (п^ 127). 

Теорема. Число первообразиыхъ корней уравнешя х^ — 1 = 
есть ср(т). Всгь они удовлешворяюшъ уравненгю 

^ П(.-^-1) ^^ 

На самомъ Д'Ьл4, пусть {^ изображаетъ д'Ьлую Функдтю съ 
коеФФиц1ентомъ у наивысшей степени перемЬннаго равнымъ 
единиц'Ь, корни которой суть первообразные корни уравнешя 
ж^'*= 1; еслибы таковыхъ корней не существовало,^ то подъ (^ 
сл'Ьдовало бы понимать единицу. 

Изображая чрезъ т, т, . . . 1 эсЬ д'Ьлители числа т, мы 
зам'Ьчаемъ, что каждый корень Функцш х^ — 1 есть корень 
одной изъ Функщй /^д, /*,„', . . ./*!, и наоборотъ; а такъ какъ 
эти посл'Ьдшя общихъ корней очевидно им^ть не могутъ, то сл^Ь- 
довательно им'Ьемъ равенство 

которое вполн'Ь опред'Ьляетъ собой Функщю (^. Изъ него выво- 
димъ 



' ш 



П(а;'"«— 1) 
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/ т тгп * 



ЧТО И Требовалось доказать. 

142. Если а есть первообразный корень уравйен1Я ^"*~ 1 =^ 0^ 
то вс^ корни посл'Ьдаяго тогутъ бьггь представлены такъ: 

(I). г.а.а',. . .(г"*-^; 

ибо всЬ числа (1) удовлетвортогъ ему очевидно, п вс! они раз- 
личны. 

На салюмъ д'Ьл'Ь, донустнвъ 

отсюда выводимъ 

«'-''=1, 

что невозможно по нричин-Ь, что г — ^г'< т. 

Возьмемъ теперь во винман1е степень а*^ к обозначимъ 
чрезъ [Л возможно малое положительное чисдо^ при которомъ 
удовлетворяется услов1е 



(2). 



,\^*-^ 



1, 



Такъ какъ по предположен1Ю ш есть самый малый показа- 
тель^ при которомъ з^авнепхе а"*= 1 им'Ьетъ м'Ьсто, то для 
существовашя уравнетя (2) необходидю и достаточно {п^ 127), 
чтобъ (1.^ Д'Ьлилось па т^ нлн, другими словами, чтобъ ^1 д^Ьли- 
лось на ^, гд'Ь (^ есть общи! наибольшш д-Ьлитель чиселъ т и *, 
Сл'Ьдовательно им'Ьемъ 

1^ = Т' 



Это приводить къ такой теорем'Ь. 

Теорема. Ес^ги а есть первообразных^ корень уртнетя 
х^ — 1=0, то степень о* есть первообразный корень урате- 

щд х1 — 1=0, гб^ь й изображаешь общгй наибольшш дп^ли-- 
тель чиселъ г и ш. 
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Сл'Ьдствхе. Изъ одного какого нибудь первообразнаго корня а 
полу^саются всгь остальные^ если возвышать а въ степени про- 
стыя съ т и <Ст. 

Последнее свойство первообразнаго корня прямо относится 
къ корнямъ уравнен1я ф^ = О ; по одному его корню получа- 
ются всЬ остальные возвышен1емъ въ степени простыя съ т 
и <т. 

143. Обозначимъ чрезъ т:{х) какую нибудь изъ неприводи- 
мыхъ Функд1Й, д'Ьлящихъ ф^; если намъ удастся доказать, что 
71:(а?) = ф^, то т'Ьмъ самымъ будетъ доказано, что Функц1я ф^ 
неприводима. 

Возьмемъ уравненхе 

т:{х) = О, 

и положивъ у = х^, гд'Ь^р простое число, не делящее т, соста- 
вимъ уравнен1е съ у 

0{у) = 0. 

Об-Ь Функщи т^{х) и О {у) одинаковой степени, а коеФФИщенты 
у наивысшей степени перем'бннаго въ ихъ выражешяхъ равны 
единиц'Ь. 

Не трудно доказать, что Функц1я в (у) неприводима. 

Допустимъ противное; пусть 

(1) ^ о{у) = в,{у)о,{у). 

Изображая чрезъ р число^ удовлетворяющее услов1ю 
рр ^ 1 (той. ш), 



им'Ьемъ 



2/2^'= х^т^'= х'-*-'"", 



гд'Ь I изображаетъ ц'Ьлое число. 
Но х*^= 1 ; следовательно 

(2).. х = у^'. 
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Итакъ, мы видимъ, что величины хж у выражаются рац10- 
нальнымъ образомъ, какъ вторая чрезъ первую, такъ и первая 
чрезъ вторую. 

Преобразовывая посредствомъ подстановки (2) оба урав- 
нен1я 

^1(2/) = О, в^{у) = 0, 

получаемъ соответственно два новыхъ уравненхя 

(3). т^,{х) = О, т^1х) = 0. 

Корни уравнен1я 'к{х) = удовлетворяютъ частью первому 
уравнешю (3), частью второму; поэтому заключаемъ 

%{х) = 'к^{х) -к^х). 

Но такое равенство невозможно, потому что Функцхя тс (о;) 
неприводима; следовательно и равенство (1) также невозможно, 
та есть Функцхя в {у) неприводима. 

Все корни Функц1И 0{х) очевидно удовлетворяютъ уравнен1Ю 
ж^=1; а такъ какъ Функц1я в{х)^ будучи неприводимой, не 
мол^етъ иметь кратныхъ корней, то следовательно х^ — 1 де- 
лится безъ остатка на в{ху. 

Если теперь допустить, что Функцш тс (о?) и д{х) различны, 
то тогда оне, будучи неприводимыми, будутъ взаимно простыми, 
и Функц1я х^ — 1, делясь на каждую порознь, разделится на 
ихъ произведенхе. 

Полагая 

х'^—\ = т^{х)в{х)Цх), 

и замечая, что по теореме Шенемана имеемъ 0{х)^т^{х) 
(той. р\ заключаемъ 

х"^— 1 = 'к{х)^ Цх) (той. р). 

Но это невозможно, ибо Функщя х^ — 1 по модулю р не 
имеетъ двукратныхъ множителей; следовательно первоначальное 
наше предположеше ошибочно: Функцш тс(а;) и в{х) тожественны. 
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Отсюда сл'Ьдуетъ, что если х удавлетворяетъ уравнешю 
т^(х) = о, то всякая степень х^, при|> простомъ, не д'Ьлящемъ т, 
удовлетворяетъ также тому же уравненхю. 

Прим'Ьняя последнее предложенхе н'Ьсколько разъ, мы при- 
ходимъ къ заключеи1Ю, что и степень ж^, при всякомъ п, про- 
стомъ съ Шу будетъ удовлетворять уравненхю %{х)=:0, 

Сл1&довательно, всЬ корни уравненхя ф^ = удовлетворя- 
ютъ уравненш т:{х) = 0. 

Отсюда вытекаетъ равенство 7т:(ж) = ф^, что и требовалось 
доказать. 

§ IV. Новое доказательство неприводимости Функц1и Ф^ 
при т равномъ степени простаго числа. 

144. Въ частномъ случа'Ь, когда т есть степень простаго 
числа, неприводимость Функц1и ф^ доказывается легко съ по- 
мощью сл'Ьдующей леммы. 

Лемма. Каково бы ни было простое число р^ Функщя вида 

х^ч-ра^х^^^ -^ра^х^"^^ -*-... -^ра^^^х ± р, 

при цЬлыхъ значен1яхъ а^^ а^^ , . . \^у^^ есть неприводимая. 

Действительно, обозначимъ для сокращен1я данную Функд1Ю 
чрезъ Дж), и допустимъ, что она разлагается на произведете 
двухъ множителей 

(1) ({х) = (ж"н- Ъ^х'-^^^ . . . -ь М {х'-^ с^х"-^-^ ... -I- с,). 

Приравнивая постоянные члены въ об^ихъ частяхъ (1), 
получаемъ уравненхе 

\с^=±р, 

на основанш котораго заключаемъ, что одинъ изъ членовъ 6^, с^ 
равенъ ±2), остальной =р: 1. 
Положимъ 

Ь,= ±1, с,= нРг>; 
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всл'Ьдств)е этого изъ (1) вытекаетъ сравиенге 

отсюда закл1€чае.мъ 

с^__1 ^ О (той. р). 

Вслйдств1е этого сравнен1е (2) можно написать проще такъ: 

(3) х'^={х'ч^Ъ,х'^'-^, , ^^К_^х± 1){х'ч-сУ^'ч-. . . 

-+- с^_,^х^) (шой, р), 

Сравшзвая въ об'Ьпхъ частя хъ коеФФИЦ]енты у а:^, выводемъ 

всл1>дств1е чего сравнен1е (3) можно написать такъ; 

(4) ог!'={х^-^Ъу~'ч- -^Ь^_^х±Г) (з^ч-сУ^'ч-. , , 

н-с^_дЯ7^) (той. р). 

Продолжая разсу ждать лодобнымъ образомъ дал1^е, въ копцЬ 
дойдемъ до оравиеи1Я 

х''={х'^ч-\а:'^'-^. , ,-1-Ъ^_^х±1}х' (той. р). 

Сравнивая яд^сь коеФФнц1еыты у ;?т* въ об^Ьиxъ частя хъ, 
получаемъ невозможное сравненте 

1^0 (той, р). 

Это гюкаяываетъ, что сравнсп1е (1) невозможно, то есть 
функщя [(х) нспрп водима. 

145< Возьмемъ теперь во впиманге Фупкщю 






1. 



гд11 р тесло простое. 
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Внося {-*-! в& м-Ьсто X, получаемъ новую Функщю 
Фр(«-ь 1) = (<-*- 1)^- 1 = «^-*-|<^-"^-*- . . . н-^>, 

которая по виду своему очевидно подходить подъ предыдущую 
лемму; поэтому Функщя фр(<-+- 1) неприводима. 

Т^мъ самымъ неприводима и первоначальная Функщя ф^. 

146. Перейдемъ теперь къ бол-Ье общему случаю т=р^. 

Внося въ выраженш 

(1) ф^. = -^^Р^ = а.^-'(^-1)-н.;^-Н1'-2)н- . . . - 1 
<-+- 1 на м'Ьсто X, получаемъ новую Функщю 

Чтобы получить значен1е к д'Ьлаем'ь въ посл'Ьднемъ равен- 
стве < = 0; находимъ 

(3) А = ф^а(1)= 1^""'(^~'^-*-1^""'^^""^^-*-. . .-*-1=^7. 

Дал'Ье, мы зам'Ьчаемъ два тожественныя сравнешя 

Отсюда сл^дуехъ, что частное отъ д'Ьлетя по . модулю р 
функщи (< -*-!)* — 1 на Функщю {1-*-!)^ — 1 сравнимо 
съ частнымъ отъ дйлетя Функщи 1^ на Функцш <* , то есть 

Изъ (2) и (4) выводимъ 

откуда заключаемъ, что всЬ коеФФИЦ1енты а, &, . . . й входящхе 
во вторую часть (2) Д'Ьлятся на р. 
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Прплпмая это въ соображение н залгЬчая, что значенге по- 
стояннаго члена к равно р, мы заключаемъ, что Функщя (2) 

подходить подъ вышедоказанную лелв1у; поэтому она непрнво- 
дщщ. Отсюда с.тЬдз'егь, что п функи,!Я (1) кенриводнма. 

147. Еслп какая тбудь Функщя 1Щ окажется неприводи- 
мою по модулю я> 'ГО подавно она абсолтотно неприводима. Однако 
нельзя утверждать обратно ; бываютъ Функцш абсо.штно непри- 
водимьш, которыя разлагаются на множителя относительно вся- 
каго проста го модул 1т. 

Такой интересный случай представляетъ Фушш1я ф^^^^ когда 
число ш не нм-Ьетъ первообразпыхъ корней. 

Для нрнм'Ьра возьмеыъ неприводимую Фу нщ1ю 

и постараемся доказать прямымъ нутемъ, что эта Фушц1я при- 
водима но всякому модулю. 

Разсмотримъ отд1;льно четыре случая, 
Ш Первый случай^ модуль р^^2. Тогда им^емъ очевидно 

Р ж* н- 1 = {^г и- 1)* (той. 2) , 

и сл-Ьдовательно разсматриваемая Функцтя приводима. 
Второй случащ ^; = 4п ^- 1 . Тогда сравнен1е 

Ш ж^ -1- 1 ^ о (той. р) 

возможно. Обозначая чрезъ а одно шъ его р4шен1Й5 им*Ьемъ 

а^-^1 ^ (ж"3 ч-а) {а^-^ а) (тос1. 1?). 

Это показываетъ, что Функц1я ^с* н- 1 приводима, 
Третгй случай^ ^? := 8п -ь 1 . Тогда сравеенхе 

им4етъ р^1нен1е. Обозначая его чрезъ а^ им'Ьемъ 

^-^\ ^{х^-л- ах н- 1) (^^ — ах-^ 1) (шой. р), 
и сл^довате^ьно Функщя аг* -н 1 приводима, 
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